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Resumen
En este trabajo se estudiara´n inicialmente las secciones co´nicas, donde abordaremos los s´ıntomas
de las co´nicas, la propiedad focal mediante el me´todo de Dadelin, el me´todo de Fermat y Bar-
row para hallar tangentes y los me´todos de Arqu´ımedes para calcular el a´rea de un segmento
parabo´lico. Posteriormente se estudiara´ la cicloide, donde abordaremos su cuadratura por el
me´todo de Roberval, el me´todo de Fermat para hallar la tangente a la cicloide y el problema de
la braquistocrona, y por u´ltimo se estudiara´ la funcio´n logaritmo, donde abordaremos los loga-
ritmos como relacio´n entre las progresiones aritme´ticas y geome´tricas. Exploraremos el nu´mero
e y estudiaremos el logaritmo natural como a´rea bajo la hipe´rbola equila´tera. A lo largo de todo
este estudio se hacen sugerencias dida´cticas para la ensen˜anza.
Palabras Claves: Secciones Co´nicas, Tangente, Cicloide, cuadractura, logaritmos.
Abstract
In this work, initially the conics sections will be studied, where we approach symptoms of the
conical. The focal property through the Dadelins method, the Fermat and Barrows method, for
finding tangents and the methods Arquimedes for calculating the area of a parabolic segment.
Subsequently, the cycloid will alse be studied, where we approach its quadrature by the Rober-
val´s method, the Fermats method for finding the tangent to the cycloid, and the problem of
the brachistochrone, and finaly logarithm function will be studied, where we approach the log-
arithms as a relationship between the progressions arithmetic and geometrics. We will explore
the number e and will study the natural logarithm as area under the equilatera hyperbola . In
the development of this study, be do didactics suggestion for the teaching.
Keywords: Conic Section, Tangent, Cycloid, quadrature, logarithm.
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Introduccio´n
La geometr´ıa impartida actualmente en las escuelas so´lo ha abarcado las curvas ma´s sencillas:
L´ıneas rectas, circunferencias, arcos de circunferencias y en los grados ma´s avanzados hay un
acercamiento a las co´nicas; pero esto en la mayor´ıa de los casos ha sucedido en un vacio donde los
aprendices no adquieren posibilidades de relacionar estas curvas y sus conceptos con la realidad,
lo que ha llevado a un conocimiento meca´nico que termina en el olvido.
En este trabajo nos proponemos hacer una revisio´n histo´rica de algunas curvas que creemos
ma´s significativas, as´ı como de los conceptos ma´s relevantes que dieron origen al Ca´lculo. Ex-
pondremos desarrollos teo´ricos de las propiedades de cada curva abordada y se presentara´n
actividades dida´cticas de trabajo que permitan un acercamiento al ca´lculo.
Haremos e´nfasis en las posibilidades dida´cticas del estudio de estas curvas a trave´s de ele-
mentos histo´ricos y aportando un conjunto de material dida´ctico que nos sirva, por medio de
la experimentacio´n, para hacer un desarrollo ma´s diale´ctico de las ideas fuertes que facilitaron
el origen del Ca´lculo, con el proposito de enriquecer la experiencia de los estudiantes para que
pueda servirles para el aprendizaje del mismo.
En la naturaleza y en muchas actividades pra´cticas encontramos una variedad de curvas asoci-
adas. La trayectoria de un planeta, la forma de una cuerda colgante, la curva descrita por un
punto fijo de una circunferencia que rueda sobre una recta sin deslizar son algunas de e´stas. El
Ca´lculo nace junto al estudio detallado de una gran variedad de curvas tales como la cicloide,
la catenaria, el logaritmo, la exponencial, las co´nicas, la cardiode, entre otras. Este estudio im-
plico´ varios problemas. Entre ellos esta´n los siguientes: Obtener la recta tangente a una curva,
problema que fue de gran intere´s para los matema´ticos griegos de la antigu¨edad, los cuales
inicialmente definieron la tangente como una recta que toca a la curva sin cortarla; pero esta
definicio´n de tangente para el siglo XVII mostro´ sus limitaciones. Otros tipos de problemas
fueron obtener el a´rea acotada por curvas, la longitud de una curva y el ca´lculo de centros de
gravedad. El problema de obtener a´reas, longitudes y centros de gravedad de curvas tambie´n
ya hab´ıa sido abordado por los griegos; en particular Arqu´ımedes demostro´ que el a´rea de un
segmento parabo´lico es 4/3 del tria´ngulo inscrito en la para´bola, adema´s calculo´ el a´rea de otras
curvas y el volumen de algunos so´lidos. El ca´lculo de longitudes de curva estaba asociado a
la distancia recorrida por un planeta en un tiempo dado. Personajes como Descartes, Fermat,
Roberval, Pascal, Newton desarrollaron e impulsaron nuevos me´todos que permitieron resolver
los problemas planteados.
En el cap´ıtulo 1 se estudiara´ el s´ıntoma de cada co´nica que permitira´ su estudio como curvas
planas independientes de los cortes de un cono. Se abordara´ tambie´n la propiedades focales de
las co´nicas como consecuencia de los cortes a un cono mediante el me´todo de las esferas de
Dadelin, se analizara´ el me´todo de Fermat y Barrow para hallar tangentes, exploraremos las
propiedades o´pticas de las co´nicas de la mano de las rectas tangentes y se estudiara´ los me´todos
de Arqu´ımedes para el ca´lculo del a´rea de un segmento parabo´lico.
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En el cap´ıtulo 2, al abordar la cicloide se estudiara´, de la mano del principio de Cavalieri y el
me´todo de Roberval, el a´rea bajo un arco de cicloide; luego abordaremos el me´todo de Fermat
para hallar tangentes y posteriormente mostraremos que la envolvente de las rectas normales a
la cicloide es tambie´n una cicloide, y por u´ltimo estudiaremos la cicloide como curva tautocrona
y braquistocrona.
En el cap´ıtulo 3 abordaremos los logaritmos como relacio´n entre las progresiones aritme´ticas y
geome´tricas, luego estudiaremos el numero e y posteriormente trabajaremos el logaritmo natural
como el a´rea bajo la hipe´rbola equila´tera.
Los problemas de ca´lculo de centros de gravedad y de volu´menes de so´lidos generados por la
revolucio´n de estas curvas alrededor de un eje, no son objeto de este trabajo, el cual adema´s de
la parte escrita esta´ acompan˜ado de un conjunto de curvas construidas en carto´n y otra serie de
herramientas como balanza, rompecabezas, espejos, la´mparas laser, que permitira´n visualizar y
facilitar el entendimiento de los cap´ıtulos a un pu´blico ma´s amplio, y de igual manera buscando
un aprendizaje desde el “haciendo”, conectando las manos con el cerebro.
xi
Cap´ıtulo 1
Las Co´nicas
1.1. El descubrimiento de las secciones co´nicas
En el libro Historia de la Matema´tica, Carl Boyer afirma que “Las secciones co´nicas se
conoc´ıan ya desde hacia ma´s o menos un siglo y medio cuando Apolonio compuso su famoso
tratado sobre estas curvas, y durante este intervalo por lo menos dos veces se escribieron trata-
dos generales sobre el tema, debidos a Aristeo el viejo y a Euclides”.
En el art´ıculo El Nacimientos de las Co´nicas y el Movimiento de los Proyectiles Galileanos
de Miguel Monsalve, escribe, “El descubrimiento de las secciones co´nicas y la obtencio´n del
((s´ıntoma)) o propiedad geome´trica fundamental de cada una de ellas se le atribuye a Menaech-
mus(Menecmo)-Matema´tico griego que florecio´ aproximadamente en el an˜o 350 AC,-pues en
un epigrafe de Eratosthenes se habla de las ((tr´ıadas de Menecmo)), al referirse a la solucio´n
propuesta por e´ste al problema geome´trico de la duplicacio´n del cubo”. El mismo art´ıculo nos
escribe sobre el planteamiento al respecto de Thomas Heath:
“surge la pregunta, ¿co´mo llego´ Menaechmus a pensar en obtener curvas cortando un cono?
sobre e´sto no tenemos informacio´n alguna. Democritus hab´ıa ya hablado de una seccio´n de
un cono paralela y muy cercana a la base, que por supuesto ser´ıa un c´ırculo, ya que el cono
ser´ıa ciertamente el cono circular recto. Pero es probable que la atencio´n de los griegos, a cuya
observacio´n nada escapaba, fuera atra´ıda a la forma de una seccio´n de un cono o un cilindro por
un plano abl´ıcuamente con respecto del eje como ocurrir´ıa, probablemente a menudo en la vida
real; el caso en el cual el so´lido era cortado de trave´s, que mostrar´ıa una elipse, presumiblemente
ser´ıa notado primero, y se habr´ıa hecho algu´n intento de investigar la naturaleza y la medida
geome´trica de la elongacio´n de la figura con relacio´n a las secciones circulares del mismo so´lido;
e´stas ser´ıan en primera instancia ma´s fa´cilmente establecidas cuando el so´lido fuera un cilindro
recto; ser´ıa entonces una cuestio´n natural investigar si la curva a la que se llega cortando el
cono ten´ıa la misma propiedad que la que se obten´ıa cortando el cilindro. Como hemos visto,
la observacio´n de que una elipse puede obtenerse de un cilindro como de un cono es hecha por
Euclides en su Phaenomena: ((Si, dice Euclides, un cono o un cilindro es cortado por un
plano no paralelo a la base, la seccio´n resultante es una seccio´n de un cono de a´ngulo agudo que
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es similar a un θνρ os.)) Despue´s de esto seguir´ıa sin duda la cuestio´n de que´ tipo de curvas eran
las que se produc´ıan si se cortaba un cono por un plano que no cortara completamente de trave´s
al cono, sino que fuera paralelo o no paralelo a un generador del cono, si estas curvas tienen la
misma propiedad que la elipse y alguna otra, y, si no, cua´les son sus propiedades fundamentales
respectivamente.
Hasta ahora, sin embargo, hemos dicho u´nicamente co´mo los primeros escritores sobre co´nicas
las obtuvieron en la pra´ctica real.
Aprendemos de la autoridad de Geminus, que los antiguos defin´ıan un cono como la superficie
descrita por la revolucio´n de un tria´ngulo recta´ngulo alrededor de uno de los lados que contiene el
a´ngulo recto, y que ellos no conoc´ıan conos distintos a los conos rectos. De e´stos ellos distingu´ıan
tres clases, de acuerdo a que el a´ngulo ve´rtical del cono fuera menor que, igual a, o mayor que
un a´ngulo recto, lo llamaban cono de a´ngulo agudo, de a´ngulo recto o de a´ngulo obtuso, y de
cada una de estas clases de cono produc´ıan una y so´lo una de las tres secciones, siendo la seccio´n
hecha siempre perpendicular a una de las lineas que generan el cono; las curvas eran, sobre esta
base, llamadas seccio´n de un cono de a´ngulo agudo(=elipse), seccio´n de un cono de a´ngulo recto
(=para´bola) y seccio´n de un cono de a´ngulo obtuso (=hipe´rbola) respectivamente. Estos nombres
fueron usados todav´ıa por Euclides y Arqu´ımedes([7], p.94) ”.
1.2. Apolonio de Pe´rgamo y las secciones co´nicas
Hay muchos interrogantes sobre la vida y obra de Apolonio debido a que gran parte de
su obra desaparecio´. Sin embargo, se conocen varios t´ıtulos y en algunos casos de que´ trataban
muchas de sus obras ya que Pappus escribio sobre algunas de ellas. Algunos t´ıtulos de sus
obras perdidas son: Secciones en una razo´n dada, secciones en un a´rea dada, secciones
determinadas, tangencia, inclinaciones y lugares planos.
La obra de Apolonio Las Co´nicas ha sobrevivido en su mayor parte: se conserva en griego
la mitad, los cuatro primeros libros de los ocho, y en a´rabe gracias a Tabit ibn Qurra los tres
siguientes.
Apolonio escribe el borrador de Las Co´nicas a peticio´n del geo´metra Naucrates en Alejandria,
posteriormente Apolonio se tomo´ el tiempo necesario para corregir y pulir estos ocho libros. El
mismo Apolonio cuenta en la carta escrita a Eudemo, que aparece en la introduccio´n del libro I:
“Apolonio a Eudemo: ¡Salud!
Sere´ feliz si se restablece tu salud segu´n tus deseos.
Yo me encuentro bien.
Como cuando nos vimos en Pe´rgamo supe que quer´ıas conocer lo que he escrito sobre las co´nicas,
te env´ıo, corregido, el primer libro y te enviare´ los otros cuando pueda repasarlos, porque creo
que no habra´s olvidado que me compromet´ı a escribirlos a ruego del geo´metra Naucrates cuando
fue mi hue´sped en Alejandria, y me vi obligado de ponerle al corriente de lo que hab´ıa redactado
en ocho libros, y sin revisarlos, cuando estaba a punto de embarcarse. Ahora que dispongo de
tiempo, no los repartire´ sin haberlos retocado; pero como algunos de mis amigos tienen los dos
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primeros sin corregir, no te extran˜e si encuentras modificado algu´n pasaje”. ([4], p. 317)
La misma carta hace una descripcio´n del contenido de los ocho libros, veamos:
“De los ocho libros, los cuatro primeros contienen los elementos de la teor´ıa: El primero trata
de la generacio´n de las tres secciones y de las opuestas, as´ı como sus principales propiedades que
he estudiado con mayor detenimiento y de una manera ma´s general que los geo´metras que se han
ocupado de este asunto antes que yo; el segundo libro contiene lo relativo a los dia´metros, ejes;
el tercero comprende muchos y muy curiosos teoremas u´tiles para la construccio´n de los lugares
so´lidos; bastantes son bellos y nuevos, y al redactar este libro, he comprendido que la regla para
construir el lugar de tres y cuatro lineas solo la dio Euclides en un caso particular y de manera
casual y poco feliz, porque la solucio´n completa exige el conocimiento de los teoremas que yo he
descubierto; el cuarto libro trata de las intersecciones de las co´nicas entre s´ı y con el c´ırculo
y otros temas, ninguno de los cuales ha sido estudiado por mis predecesores, especialmente el
relativo al nu´mero de puntos en que una co´nica o circunferencia puede cortar a (las secciones
co´nicas opuestas de) la hipe´rbola.
Los libros restantes se refieren a la ma´s alta ciencia: uno trata de una manera general los
ma´ximos y mı´nimos; otro investiga las secciones co´nicas iguales y semejantes; otro se refiere a
los teoremas necesarios para resolver cuestiones determinadas, y el u´ltimo esta´ dedicado a los
problemas que se prestan a discusio´n”.([4], p. 317)
El tratado sobre “Las Co´nicas” de Apolonio fue tan monumental que, de la misma manera
que los elementos de Euclides, dejo´ cerrado el tema a pensadores posteriores de la antiguedad.
Apolonio llego´ a ser conocido como El Gran Geo´metra.
1.3. S´ıntomas de las Co´nicas
Apolonio obten´ıa las co´nicas por cortes a un cono. A partir del cono dedujo una propiedad
fundamental llamada ((s´ıntoma)) de la seccio´n, que le permitio´ prescindir del cono y dar una
condicio´n necesaria y suficiente para que un punto este´ situado sobre la curva, y desde ese
momento abandono´ el cono y procedio´ a estudiar dicha curva sobre el plano.
1.3.1. Obtencio´n del s´ıntoma de la Para´bola
Dada una circunferencia de dia´metro BC y un punto O situado fuera del plano que contiene
a la circuferencia. Una recta que pase por O y se mueva a lo largo de la circunferencia da lugar
a un doble cono.
Cortemos el cono por un plano paralelo a la generatriz OC y adema´s que corte a la base del
cono en una recta DE perpendicular al segmento BC. Con este corte obtenemos la curva DPE
cuyo dia´metro PM es paralelo a OC. ver figura 1.1
Mostremos que
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Figura 1.1: Sintoma de la Para´bola
V Q2 = PL · PV, (1.1)
Sabemos que para recta´ngulos de igual altura, la razo´n entre sus a´reas es igual a la razo´n
entre sus bases, por consiguiente al considerar tres recta´ngulos como en la figura 1.2, se tiene que
A1
A2
=
BC
OB
y A2
A3
=
BC
OC
,
de donde
A1
A3
=
BC2
OB ·OC . (1.2)
Levantamos un segmento PL perpendicular a PM en el plano de la seccio´n, DPE, de tal
manera que si PL y PO son la base de dos recta´ngulos de altura h, ver figura 1.3, entonces
PL
PO
=
A1
A3
, (1.3)
y luego de (1.2) y (1.3)
PL
PO
=
BC2
OB ·OC . (1.4)
Sea HK un segmento paralelo a BC y V la interseccio´n entre HK y PM . Sea HQK una
circunferencia paralela a la base del cono donde Q es un punto de la curva. Por la propiedad
caracter´ıstica de la circunferencia se tiene que
V Q2 = HV.V K (1.5)
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Figura 1.2: Razo´n de recta´ngulos con sus
bases
Figura 1.3: Recta´ngulo Eutocio
Por otra parte observemos que los tria´ngulos HV P , HKO y BCO son semejantes y por lo tanto
HV
PV
=
BC
OC
y V K
PO
=
BC
OB
,
de donde
HV · V K
PV · PO =
BC2
OB ·OC (1.6)
Luego de (1.4), (1.5) y (1.6)
PL
PO
=
BC2
OB ·OC =
HV · V K
PV · PO =
V Q2
PO · PV ,
y as´ı
PL
PO
=
V Q2
PO · PV ,
de donde obtenemos la ecuacio´n (1.1)
1.3.2. Obtencio´n del s´ıntoma de la Elipse y la Hipe´rbola
Consideremos un c´ırculo de dia´metro BC y un punto A fuera del plano que contiene al
c´ırculo. Una recta que pasa por A y se mueve a lo largo del c´ırculo genera un doble cono. El
c´ırculo BC es la base del cono.
Consideremos la seccio´n del cono por un plano que corte al plano de la base en la recta DE, de
manera que DE perpendicular a BC.
El tria´ngulo ABC, llamado tria´ngulo axial, contiene en su interior al eje del cono. Este tria´ngulo
corta a la co´nica en PP ′ y PP ′M es la recta determinada por la interseccio´n del plano de corte
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Figura 1.4: S´ıntoma de la Elipse
con el tria´ngulo axial.
Sea QQ′ cualquier cuerda de la seccio´n co´nica que sea paralela a DE. Tracemos la recta AF
paralela a PM hasta intersectar la recta BM .
Mostremos que
QV 2 = PV · V R (1.7)
de manera similar a como se obtuvo la ecuacio´n (1.1) en el s´ıntoma de la para´bola. Tracemos
un segmento PL perpendicular a PM en el plano de la seccio´n, de manera que
PL
PP ′
=
BF · FC
AF 2
. (1.8)
Sea HK paralelo a BC y que corta a QQ′ en V . Como HQK es una circunferencia paralela
a la base del cono, se tiene que
QV 2 = HV · V K. (1.9)
Adema´s, los tria´ngulos HV P y DFA y los tria´ngulos V KP ′ y CFA son semejantes; as´ı obten-
emos que
HV
PV
=
BF
AF
y V K
V P ′
=
FC
AF
,
de donde obtenemos que
HV · V K
PV · PP ′ =
BF · FC
AF 2
. (1.10)
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Figura 1.5: S´ıntoma de la Hipe´rbola
De este modo, usar respectivamente las igualdades en (1.9), (1.10) y (1.8) se sigue que
QV 2
PV · V P ′ =
HV · V K
PV · V P ′ =
BF · FC
AF 2
=
PL
PP ′
. (1.11)
Pero los tria´ngulos PP’L y VP’R son semejantes; as´ı
PL
PP ′
=
V R
V P ′
.
Luego de la igualdad anterior y (1.11)
QV 2
PV · V P ′ =
V R
V P ′
,
de donde se obtiene el s´ıntoma de la elipse, ecuacio´n (1.7).
Haciendo un razonamiento similar al que se hizo para la obtencio´n del s´ıntoma de la elipse, se
puede obtener el s´ıntoma de la hipe´rbola.
1.3.3. Equivalencia de la propiedad fundamental de las secciones
co´nicas a ecuaciones cartesianas
Sea p el segmento PL, que Apolonio llama latus rectum o el para´metro de la ordenada,
llamemos d la longitud del dia´metro PP ′. Sea PV = x con origen en P y QV = y.
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Para la para´bola tenemos por (1.1) que
QV 2 = PL.PV,
de donde se sigue que
y2 = px.
Para la elipse de la ecuacio´n (1.7) tenemos que
QV 2 = PV.V R.
Adema´s sabemos que PV = x y tambie´n, ver Figura 1.4, que
V R
V P ′
=
PL
PP ′
,
de donde
V R =
V P ′.PL
PP ′
=
(d− x)p
d
= p− p
d
x.
Luego,
y2 = x(p− p
d
x) = px− p
d
x2
dy2 = p(dx− x2)
x2 − dx+ d
2
4
+
d
p
y2 =
d2
4
(x− d
2
)2 +
d
p
y2 =
d2
4
Por lo tanto
(x− d
2
)2
a2
+
y2
b2
= 1,
siendo a2 = d
2
4
y b2 = p·a
2
. La u´ltima igualdad es la ecuacio´n de la elipse que hoy conocemos
trasladada en el eje x.
De forma similar podemos razonar para la hipe´rbola y obtendremos que
(x+ d
2
2
)
a2
− y
2
b2
= 1
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1.3.4. Nombres de las Co´nicas
Segu´n Carl Boyer[1] las palabras “elipse, hipe´rbola y para´bola” no eran nuevas, sino que
fueron adaptadas a partir de un uso anterior, debido a los pita´goricos, en la solucio´n de ecua-
ciones cuadra´ticas por el me´todo de la aplicacio´n de las a´reas. Ellipsis, que significa una defi-
ciencia, se utilizaba cuando el recta´ngulo dado deb´ıa aplicarse a un segmento dado y resultaba
escaso en un cuadrado. La palabra Hipe´rbola se adopto´ para el caso en que el a´rea exced´ıa del
segmento dado, y la palabra Para´bola(de “colocar al lado” o “comparar”)indica que no hab´ıa
ni deficiencia ni exceso.
En la ecuacio´n (1.1) para el caso de la para´bola, el cuadrado de la ordenada, QV 2, es igual al
recta´ngulo construido sobre PL y ancho PV ; de ah´ı se le llamo Para´bola. ver Figura 1.1
En la ecuacio´n (1.7) en el caso de la hipe´rbola el recta´ngulo usado sobre PL, el cual es igual
a QV 2 y tiene como ancho igual a la absisa PV , es excedido por un recta´ngulo pequen˜o de
lado LR y ancho PV el cual es semejante al recta´ngulo de lados PL y PP ′; de ah´ı el te´rmino
Hipe´rbola. ver Figura 1.5. Para el caso de la elipse, el recta´ngulo construido sobre PL, que
tiene como ancho igual a PV , es ma´s corto (que PL) y el complementario del recta´ngulo de
lados PL y PV es el recta´ngulo de lados LR y PV que es semejante al recta´ngulo de lados PL
y PP ′; de ah´ı el te´rmino Elipse. ver Figura 1.4.
1.4. Propiedad Focal de las Secciones Co´nicas
En la seccio´n 1.1 y 1.2 de este trabajo vimos co´mo obtener las co´nicas a partir de hacer
cortes a un cono y en la seccio´n 1.3 seguimos a Apolonio en la deduccio´n de obtener las co´nicas
prescidiendo del cono.
Uno de los caminos ma´s utilizados por los textos escolares para definir las co´nicas es la llamada
propiedad focal, donde se consideran unos puntos especiales llamados focos y a partir de ellos
definen las co´nicas.
A continuacio´n mostraremos como se define la elipse de acuerdo a la propiedad focal, y como
de e´sta se obtiene la ecuacio´n cartesiana.
Dados los puntos F1 y F2 elijamos un sistema de coordenadas rectangulares de manera que
F1 y F2 se encuentren en el eje X y a igual distancia del origen. Si 2c es la distancia que separa
a F1 de F2 entonces sus coordenadas son (−c, 0) y (c, 0) respectivamente. Vamos a obtener la
ecuacio´n del lugar geome´trico que ocupan todos los puntos P del plano tales que la suma de las
distancias a los puntos fijos F1 y F2, llamados focos, es igual a una constante denotada por 2a
para a > c > 0, esto es
d(F1, P ) + d(F2, P ) = 2a, (1.12)
donde a > c, la cual se conoce como propiedad focal de la elipse.
Sea P un punto arbitrario de coordenadas (x, y) que satisface la ecuacio´n (1.12). Calculando
formalmente las distancias d(F1, P ) y d(F2, P ), segu´n la figura 1.6, obtenemos:√
(x+ c)2 + y2 +
√
(x− c)2 + y2 = 2a,
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√
(x+ c)2 + y2 = 2a−
√
(x− c)2 + y2.
Elevando al cuadrado los miembros de esta u´ltima igualdad y despue´s de simplificar se sigue
que
a
√
(x− c)2 + y2 = a2 − cx,
equivalentemente,
a2[(x− c)2 + y2] = (a2 − cx)2
Desarrollando las expresiones (x− c)2 y (a2 − cx)2 y reordenando te´rminos se tiene que
(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).
Hagamos a2 − c2 = b2 puesto que a > c, b2 > 0 y por lo tanto a2b2 > 0, luego
Figura 1.6: Elipse
b2x2 + a2y2 = a2b2,
de donde se obtiene
x2
a2
+
y2
b2
= 1 .
La obtencio´n de la ecuacio´n cartesiana para la hipe´rbola y la para´bola se obtiene realizando un
procedimiento similar al realizado para la elipse:
x2
a2
− y
2
b2
= 1
y2 = 4px
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Figura 1.7: Hipe´rbola Figura 1.8: Para´bola
1.4.1. Esferas de Dadelin
Cuando revisamos en los textos escolares, e incluso algunos textos universitarios, el capitulo
de co´nicas, nos encontramos con que no hay ningun razonamiento que nos permita ver que la
propiedad focal de las co´nicas es consecuencia de la definicio´n como seccio´n de un cono, por
lo tanto a continuacio´n expondremos un razonamiento que nos permite ver de una manera
natural tal consecuencia. Este razonamiento es debido al matema´tico belga Dadelin, que para
su demostracio´n utilizo´ dos esferas que son tangentes al cono y al plano secante.
Esferas de Dadelin para la elipse
Tomemos un cono con ve´rtice O y dos esferas que son tangentes al cono. ver Figura 1.9. Estas
esferas E1 y E2 son tangentes al cono a lo largo de las circunferencias C1 y C2 respectivamente.
Sea Pe un plano que corta al cono de forma que el plano es tangente a las esferas E1 y E2 en los
puntos F1 y F2 respectivamente. La seccio´n generada por el plano Pe y el cono es una elipse.
Sea P un punto arbitrario de la elipse. Veamos que PF1 + PF2 es constante, la cual es la
propiedad focal de la elipse.
Tracemos la recta que va de O a P y sean w1 y w2 las intersecciones con las circunferencias
C1 y C2 respectivamente. Ahora, PF1 y Pw1 son dos tangentes a E1 desde P y por lo tanto se
tiene que PF1 = Pw1 (las tangentes trazadas desde un mismo punto a una circunferencia son
iguales), de igual manera PF2 = Pw2, por consiguiente
PF1 + PF2 = Pw1 + Pw2 = w1w2.
Pero w1w2 es la distancia entre las dos circunferencias C1 y C2 medidas sobre una generatriz del
cono. Luego, podemos concluir que PF1 +PF2 es constante y adema´s que F1 y F2 son los focos
de la elipse.
Euclides, afirmaba que si un cono o un cilindro es cortado por un plano no paralelo a la
base, la seccio´n resultante es una seccio´n de un cono de a´ngulo agudo, es decir una elipse. Ahora
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Figura 1.9: Modelo de Dadelin para la
Elipse
Figura 1.10: Modelo de Dadelin para la ob-
tencion de la elipse a trave´s de un cilintro
valga´monos de la propiedad focal para la elipse y de las esferas de Dadelin para probar que si
cortamos un cilindro por un plano, la seccio´n del cilindro es una elipse. En efecto: Consideremos
un cilindro y dos esferas E1 y E2 tangentes al cilindro a lo largo de las circunferencias C1 y C2 y
sea un plano que corte al cilindro de tal manera que sea tangente a las esferas en los puntos F1
y F2. Ver Figura 1.10. Veamos que la seccio´n obtenida entre el plano y al cilindro es una elipse.
Sea P un punto arbitrario de la seccio´n y tracemos una recta generatriz del cilindro que pase
por P y corte a C1 y C2 en los puntos w1 y w2. Entonces PF1 y Pw1 son tangentes a E1 desde P
y PF2 y Pw2 son tangentes a E2 desde P . Por lo tanto se tiene que PF1 = Pw1 y PF2 = Pw2.
As´ı tenemos que
PF1 + PF2 = Pw1 + Pw2 = w1w2.
Como w1w2 es la distancia entre las dos circunferencias C1 y C2, entonces PF1 + PF2 es con-
stante, esto es, la seccio´n obtenida entre el plano de corte y el cilindro es una elipse y adema´s
los puntos F1 y F2 son los focos.
Esferas de Dadelin para la hipe´rbola
Tomemos un cono de dos hojas con ve´rtice en O y con dos esferas (no necesariamente del
mismo radio) E1 y E2 tangentes al cono a lo largo de dos circunferencias C1 y C2 recpectivamente,
ver Figura 1.11.
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Figura 1.11: Modelo de Dadelin para la
Hipe´rbola
Figura 1.12: Modelo de Dadelin para la
Para´bola
Sea Ph un plano que corta al cono de forma que el plano es tangente a las esferas E1 y E2 en
los puntos F1 y F2. La seccio´n generada por el plano Ph y el cono es una hipe´rbola.
Sea P un punto arbitrario de la hipe´rbola. veamos que PF1 − PF2 es constante.
Tracemos una generatriz del cono que pase por P donde w1 y w2 son los puntos de interseccio´n
entre la generatr´ız y las circunferencias C1 y C2. Como PF2 y Pw2 son tangentes a E2 desde P
y PF1 y Pw1 son tangentes a E2 desde P , entonces PF2 = Pw2 y PF1 = Pw1. En consecuencia,
PF1 − PF2 = Pw1 − Pw2 = w1w2.
Pero w1w2 es la distancia entre C1 y C2 medida sobre una generatriz del cono. As´ı PF1 − PF2
es constante y F1 y F2 son los focos de la hipe´rbola.
Esferas de Dadelin para la para´bola
Sea un cono de ve´rtice O y una esfera tangente al cono a lo largo de la circunferencia C. Ver
Figura 1.12.
Sea Pp un plano paralelo a la generatr´ız OA que corta al cono y es tangente a la esfera E en el
punto F . La seccio´n generada por el plano Pp y el cono es una para´bola.
Sea P un punto arbitrario de la para´bola, tracemos una recta OP y llamemos w a la interseccio´n
con la circunferencia C. PF y Pw son tangentes a la esfera E desde P . Luego PF = Pw. Por
otra parte, sea Pc el plano que corta al cono y contiene a la circunferencia C. La interseccio´n
entre Pp y Pc es una recta, denotese por D. Ahora tracemos una recta perpendicular a D y que
pase por P y digamos que corta a D en un punto R y sea PQ perpendicular a Pc, donde Q
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pertenece a Pc.
Consideremos los tria´ngulos PQR y PQW , de donde tenemos que
PQ=PWcos α y PQ = PRcosα
de donde PW = PR y como PW = PF , entonces PF = PR y en consecuencia F es el foco y
D es la directr´ız de la para´bola.
1.5. Sugerencias dida´cticas
En las secciones de sugerencias dida´cticas pretendemos mostrar una serie de actividades para
que el lector las reproduzca permitiendo ilustrar o mostrar las propiedades ba´sicas desarrolladas
de cada curva abordada. Es de notar que para abordar estos procedimientos y tener la total
compresio´n se necesita que el lector cuente con algunos conceptos ba´sicos de geometr´ıa.
1.5.1. Construccio´n del modelo de Dadelin
A continuacio´n se muestra un bosquejo de la construccio´n de los modelos de Dadelin para
las co´nicas.
Construccio´n del modelo da Dadelin para la elipse
Sean dos esferas de radios R y r (R > r): tomemos un corte que pase por sus extremos
de forma que tengamos dos circunferencias de radios R y r y adema´s que esten separadas una
distancia a (medidas desde los centros de las circunferencias) con a > R + r. Ver Figura 1.13.
Tracemos las dos tangentes exteriores a las dos circunferencias (estas tangentes son generatrices
del cono y se cortan en un punto O) estas dos rectas me determinan en a´ngulo α y digamos que
R es el radio de la base del cono, lo cual nos permite determinar el radio del sector c´ıcular Rc
para la construccio´n del cono (ver Figura 1.14). As´ı:
Rc
R
=
2pi
α
,
luego
Rc =
2pi
α
R.
Ahora tracemos una tangente interior a las circunferencias. Los puntos de tangencia son los
focos de la elipse y la interseccio´n con la tangente exterior son los ve´rtices de la elipse. Estos
puntos nos permiten construir una elipse u´nica.
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Figura 1.13: Construccio´n del modelo de Dadelin para la elipse
Figura 1.14: Modelo Construccio´n del Cono
Construccio´n del modelo da Dadelin para la hipe´rbola
De igual manera que se hizo para construccio´n del modelo de Dadelin para la elipse. So´lo que
ahora las tangentes internas son las generatrices del cono, ya que las esferas deben encontrarse
en diferentes ramas del cono y la tangente exterior determina los focos y los ve´rtices de una
u´nica hipe´rbola. Ver Figura 1.15.
Construccio´n del modelo da Dadelin para la para´bola
Pensemos de igual manera que se hizo para la elipse y la hipe´rbola. Sea una circunferencia
de radio R y sea O un punto que va a hacer las veces de ve´rtice del cono (O por fuera de la
circunferencia). Ahora tracemos las tangentes exteriores a la circuferencia que pasan por O y que
tocan la circunferencia en w1 y w2. Estas tangentes son generatrices del cono. A continuacio´n
tracemos una perpendicular a la tangentes por w2. Esta recta corta a la circunferencia en F y
w2 y adema´s Fw2 es un dia´metro de la circunferencia. Luego tracemos una perpendicular a Fw2
que pasa por F y corta la tangente que contiene a w1 en el punto V . Por tanto el punto F es el
foco de la para´bola y V su ve´rtice. Ver Figura 1.16.
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Figura 1.15: Construccio´n del modelo de Dadelin para la hipe´rbola
Figura 1.16: Construccio´n del modelo de Dadelin para la para´bola
1.5.2. Construccio´n de Co´nicas
Construccio´n de elipses
Construccio´n 1
Una de las formas ba´sicas de trazar una elipse es tomar dos tachuelas y un trozo de cuerda,
ubicar las dos tachuelas sobre un papel separadas no ma´s que la longitud de la cuerda, y a
continuacio´n sujetar cada extremo de la cuerda a cada una de las tachuelas. Ahora tomamos
un la´piz y con e´l tensamos la cuerda y desplazamos el la´piz sobre la hoja trazando una curva
alrededor de las tachuelas. Ver Figura 1.17.
En esta construccio´n esta´ impl´ıcita la propiedad focal para la elipse.
16
Figura 1.17: Construccio´n 1 de la elipse
Construccio´n 2
A partir de la propiedad focal proponemos la siguiente construccio´n para la elipse. Tracemos
dos segmentos perpendiculares que se cortan en su punto medio O y marquemos los extremos
por A1, A2, B1 y B2 como se ven en la Figura 1.18. Digamos que A1A2 y B1B2 son el dia´metro
mayor y menor respectivamente de la elipse. Ahora para encontrar los focos F1 y F2 hagamos
cortes al segmento A1A2 tomando como centro B1 y radio A1O ¿por que´?. Hasta este punto ya
contamos con los focos y los cuatro ve´rtices de la elipse, entonces procedamos a trazar otros
puntos de la elipse. Sea D un punto entre A1 y A2, con radio A1D y centro en F2 trazar la
circunferencia. Ahora con radio A2D y centro F1 trazar la circunferencia. Los puntos de corte
de las dos circunferencias son los puntos de la elipse ¿por que´?. Repita el procedimiento anterior
para D varias veces de manera que se tengan suficientes puntos para trazar la elipse.
Construccio´n 3
Consideremos dos circunferencias de radios r y r
2
de manera que la circunferencia de radio r
va a permanecer fija mientras que la de r
2
va a girar (rodar) sobre el interior de la circunferencia
fija. Considerese el segmento OP que parte del centro de la circunferencia de r
2
, P puede estar
en el interior o exterior de esta´ circunferencia. Ver Figura 1.19. Entonces la elipse se obtiene
como trayectoria del punto P al girar la circunferencia.
Construccio´n 4
Para describir este me´todo primero definamos la envolvente: La envolvente de una familia de
curvas planas es una curva regular plana que es tangente en cada punto a uno de los miembros
de la familia de curvas sin ser ella un miembro de la familia. Ahora procedamos a la descripcio´n
de la construccio´n. Tracemos una circunferencia C con centro en O y fijemos un punto F dentro
de C diferente a O. Ahora sobre C marquemos un punto S y tracemos la mediatriz al segmento
FS y repitamos este procedimiento para un S1 y luego para un S2 y as´ı sucesivamente hasta
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Figura 1.18: Construccio´n 2 de la elipse
obtener una elipse como una envolvente de la familia de rectas mediatrices. Despue´s de este
procedimiento podra´s observar que F y O son los focos. Ver Figura 1.20.
Veamos porque´ esta envolvente determina una elipse: Tomamos un punto sobre la circun-
ferencia y trazamos la mediatriz l de FS. El segmento OS intersecta a l en P . Probemos que
P es punto de la elipse. OS es constante cualquiera se la ubicacio´n de S sobre C y resulta que
OS = FP + PO (pues SP = PF consecuencia de congruencia de tria´ngulos). Por lo tanto
FP + PO es constante. Luego P es punto de la elipse de focos F y O. Ver Figura 1.21.
La construccio´n nos permite obtener un me´todo para la construccio´n de tangentes a la elipse en
un punto P .
Construccio´n de para´bolas
Construccio´n 1
Para esta primera construccio´n necesitamos regla, escuadra, hilo y tachuela. El hilo debe
tener longitud igual a uno de los catetos de la escuadra y debe ir sujeto a un extremo de ve´rtice
agudo, como lo indica la figura 1.22. A continuacio´n fijamos la regla a un plano y ubicamos
la escuadra de manera que deslice sobre la regla. El extremo libre del hilo debe fijarse con la
tachuela al plano en un punto F . Para construir la curva tensamos el hilo sobre el cateto con el
la´piz y a continuacio´n hacemos deslizar la escuadra sobre la regla. En la figura 1.22 puedes ver
el motaje. De esta manera obtenemos el lugar geome´trico de la para´bola.
La propiedad que caracteriza esta construccio´n es la propiedad focal: LlamandoD la parte donde
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Figura 1.19: Construccio´n 3 de la elipse
Figura 1.20: Construccio´n 4 de la elipse Figura 1.21: Construccio´n 4 de la elipse la
justificacio´n
la escuadra desliza y tomando P cualquier punto trazado se cumple que d(P, F ) = d(P,D).
Construccio´n 2
Tracemos una recta D y un punto F que no pertenece a D. Ahora tracemos una perpendicular
a D que pase por F e intersecte a D en un punto w. En el punto medio de wF ubicamos el
punto V . Ahora tomese un punto A1 a la derecha de V como muestra la figura 1.23 y por este
punto tracemos una paralela l a D. A continuacio´n trazamos una cicunferencia C con centro
en F y radio wA1. Los puntos de interseccio´n con l y C son puntos de la para´bola. Repitamos
el procedimiento que se hizo para A1, un nu´mero suficiente de veces de manera que podamos
trazar la para´bola.
19
Figura 1.22: Construccio´n 1 de la para´bola
Figura 1.23: Construccio´n 2 de la para´bola
Construccio´n 3
Tracemos una recta D y un punto F que no pertenece a D. Ahora sobre D marquemos
un punto S1 y tracemos la mediatriz al segmento FS1. de igual manera que hicimos para S1
repitamos el proceso para un nu´mero suficiente de puntos hasta obtener una para´bola como una
envolvente de una familia de rectas mediatrices. La recta D es la directriz y F es el foco de la
para´bola. ver Figura 1.24.
Veamos que esta envolvente determina una para´bola: Sobre la recta D tomemos un punto S y
tracemos la mediatriz l al segmento FS. Ahora tracemos una perpendicular a D que pase por
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Figura 1.24: Construccio´n 3 de la para´bola
S. Esta perpendicular corta a l digamos que en P . Probemos que P es un punto de la para´bola.
En efecto, los tria´ngulos SPO y FPO son congruentes, ver Figura 1.24, lo cual nos indica que
FP = PS. Por lo tanto, P es punto de la para´bola con F como foco y D como directriz.
La construccio´n nos muestra un me´todo para el trazado de tangentes a la para´bola en el punto P
Construccio´n de Hipe´rbolas
Construccio´n 1
Para esta construccio´n debemos contar con una regla e hilo. El hilo debe tener una longitud
menor a la longitud de la regla, adema´s debe ir sujeto a un extremo de esta. El otro extremo
de la regla debe fijarse a un punto del plano F1 de manera que la regla rote alrededor de este
punto. El extremo libre del hilo debe fijarse al plano en un punto F2. Para construir la curva
tensamos el hilo sobre la regla con un la´piz y a continuacio´n hacemos rotar la regla alrededor
de F1. De esta manera vamos a obtener el lugar geome´trico de la hipe´rbola. Ver Figura 1.25.
La propiedad que caracteriza esta construccio´n es la focal. En efecto, sean l la longitud de la
regla, h la longitud del hilo y P un punto de la curva. sea a la longitud del hilo que esta´ sobre
la regla. Ver Figura 1.25. entonces
d(F1, P )− d(F2, P ) = l − a− (h− a) = l − h
luego
d(F1, P )− d(F2, P )
es constante.
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Figura 1.25: Construccio´n 1 de la hipe´rbola
Construccio´n 2
Tracemos dos segmentos perpendiculares que se cortan en un punto O. A igual distancia de
O, a izquierda y derecha marquemos los puntos V1 y V2; de igual forma marquemos los puntos
F1 y F2, ver Figura 1.26.
Sea S un punto a la izquierda de V1. Con radio V1S y centro en F1 trazar una circunferencia.
Ahora con radio V2S y centro en F1 trazar otra circunferencia. Los puntos de corte de las dos
circunferencias son puntos de la hipe´rbola ¿por que´?. Repetir el procedimiento anterior que se
hizo para S para puntos a la izquierda de F1 y para puntos a la derecha de F2 hasta que se
tenga suficientes puntos para trazar la curva.
Construccio´n 3
Tracemos una circunferencia C con centro O y fijemos un punto F por fuera de la circun-
ferencia. Sobre C marquemos un punto S y tracemos la mediatriz al segmento FS y repitamos
el procedimiento para un punto S1 y luego para un punto S2 y as´ı sucesivamente hasta obtener
una hipe´rbola como una envolvente de la familia de rectas mediatrices con F y O como focos.
Ver Figura 1.27.
Veamos que la curva obtenida es una hipe´rbola: sea S un punto sobre la circunferencia y trace-
mos la mediatriz l de FS. Ahora tracemos una recta que pase por O y S hasta intersectar l
en el punto P . Probemos que P es un punto de la hipe´rbola. En efecto OS es constante y los
tria´ngulos SPR y FPR son congruentes, luego FP = SF . Entonces d(O,P )− d(P, F ) = OS y
por lo tanto P es punto de la hipe´rbola con focos O y F .
El razonamiento anterior nos muestra un me´todo para el trazado de tangentes a la hipe´rbola.
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Figura 1.26: Construccio´n 2 de la hipe´rbola
1.6. Tangentes y Normales
El problema de trazar tangentes a curvas fue tratado tambie´n por los griegos. Euclides en los
Elementos [3] define la tangente al c´ırculo como: La recta que lo toca y prolongada no lo corta
y como proposicio´n: La recta perpendicular en el extremo de un dia´metro cae fuera del c´ırculo.
Apolonio definio´ [4] la tangente a una seccio´n co´nica como la paralela por un ve´rtice de una
seccio´n co´nica a una recta trazada ordenadamente cae fuera de la seccio´n. Al final de la prueba
Apolonio escribio´:...luego la paralela por A a una recta trazada ordenadamente no caera´ dentro,
sino fuera de la seccio´n y sera´ tangente a e´sta. ([4],p. 336,proposicio´n 17)
Francisco Vera [4] escribe al respecto que al definir la tangente a una co´nica como la perpendic-
ular en el extremo de un dia´metro, paralelamente a las ordenadas a e´ste, Apolonio ampl´ıa de un
modo magistral a las co´nicas el teorema de Euclides: Elementos III,16, hab´ıa establecido para el
c´ırculo, que completara´ ma´s tarde en la proposicio´n 32. La proposicio´n 32 dice:La paralela desde
el ve´rtice de una seccio´n co´nica a una recta trazada ordenadamente es tangente a la seccio´n y
ninguna otra recta caera´ entre la tangente y la seccio´n. ([4], p. 342)
A continuacio´n describiremos algunos procedimientos utilizando regla y compa´s para trazar
tangentes y normales a las secciones co´nicas.
1.6.1. El Me´todo de Fermat para hallar Tangentes
La Geometr´ıa anal´ıtica es la “aplicacio´n del algebra simbo´lica al estudio de problemas
geome´tricos mediante la asociacio´n de curvas y ecuaciones indeterminadas en un sistema de
coordenadas”.[5]
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Figura 1.27: Construccio´n 3 de la hipe´rbola
Figura 1.28: Funcio´n y = x3 Figura 1.29: Problema o´ptico
Con el desarrollo de la geometr´ıa anal´ıtica, por Fermat y Descartes, se clarifico´ la relacion entre
las curvas y las ecuaciones. Toda ecuacio´n de dos variables determina una curva en el plano; este
hecho dio´ origen a la aparicio´n de una gran variedad de curvas donde el concepto de tangente de
los griegos resultaba inadecuado para su aplicacio´n. La funcio´n y = x3 nos puede dar un ejemplo
de tal situacio´n; ¿co´mo se determina una tangente en el punto A, ver Figura 1.28, siguiendo
el concepto griego: La tangente como una recta que toca, pero no corta, a la curva?. La curva
y = x3 era conocida por Fermat en los siguientes te´rminos “ [...]una figura como la para´bola,
de tal tipo que los cubos esta´n en proporcio´n con los segmentos que ellas cortan en el dia´metro.
Esta figura es algo como una para´bola y difiere de e´sta solo en el hecho de que en una para´bola
tomamos la razo´n de los cuadrados mientras que en esta figura yo tomo la de los cubos.”[5]
Fermat y Descartes crean un potente me´todo geome´trico-algebraico en el que pudieron plantear
y resolver problemas como la construccio´n de tangentes a curvas donde el concepto griego re-
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sultaba limitado e inadecuado. El problema de obtener tangentes era de gran importancia para
las aplicaciones cient´ıficas, por ejemplo, para la o´ptica. En el disen˜o de lentes era fundamental
estudiar el paso de la luz a trave´s del lente, pues si se conoce el a´ngulo bajo el cual el rayo toca
la lente, se podr´ıa aplicar la ley de refraccio´n. El a´ngulo significativo es el que forma el rayo y
la normal a la curva (ver Figura 1.29), donde la normal es la perpendicular a la tangente. Otro
problema relacionado con la tangente se plantea en el estudio del movimiento. La direccio´n de
un mo´vil en cualquier punto de su trayectoria es la direccio´n de la tangente a la trayectoria.
Isaac Barrow tambie´n hizo aportes al problema de la tangente en base al tria´ngulo caracter´ıstico.
El aporte de “Lectiones Geometrica” (1670) es considerado uno de los mayores aportes al ca´lculo.
En e´l Barrow intenta hacer una recopilacio´n de los u´ltimos descubrimientos y en particular
aborda de manera detallada el problema de la tangente y de la cuadratura usando me´todos
infinitesimales y me´todos de indivisibles. [2]
A continuacio´n presentamos el me´todo de Fermat para trazar tangentes a la para´bola y la elipse
siguiendo los apuntes de Miguel Gonza´lez Urbaneja de su libro Los Me´todos de Extremos y
Tangentes de Fremat y los Origenes del Ca´lculo diferencial.
La tangente a la para´bola
Consideremos la para´bola BDN con ve´rtice D y dia´metro DC. Sea BE la tangente en el
punto B y que corta al eje de la para´bola en el punto E. Ver figura 1.30.
Fermat dice:“[...] Si se toma sobre la recta BE un punto cualquiera O, desde el que se traza la
Figura 1.30: Me´todo de Fermat para la tangente de la para´bola
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ordenada OI, al mismo tiempo que la ordenada BC desde el punto B, se tendra´
CD
DI
>
BC2
OI2
,
puesto que el punto O es exterior a la para´bola [...]”
Por la propiedad de la para´bola, segun Apolonio [4] se tiene que:
BC2
PI2
=
CD
DI
,
adema´s, OI > PI, por lo tanto
CD
DI
>
BC2
OI2
. (1.13)
Ahora, por semejanza de los tria´ngulos BCE, OIE, se tiene:
BC
OI
=
CE
IE
. (1.14)
De (1.13) y (1.14) deducimos
CD
DI
>
CE2
IE2
(1.15)
Hagamos CD = d, CI = e y determinemos el segmento subtangente, CE = a.
La relacio´n (1.15) se transforma en:
d
(d− e) >
a2
(a− e)2 ,
equivalentemente
d(a− e)2 > a2(d− e),
de donde resulta:
d(a2 − 2ae+ e2) > a2d− a2e,
da2 − 2aed+ de2 > a2d− a2e.
Ahora Fermat sustituye esta desigualdad por la “adigualdad”:
da2 + de2 − 2aed aproximadamente igual a da2 − a2e
y manifiesta: ((“adigualemos” segu´n el me´todo precedente; se tendra´ eliminando te´rminos co-
munes))
de2 − 2dae aproximadamente igual a −a2e.
((Fermat continu´a trasponiendo te´rminos y dividiendo por e:))
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de+ a2 aproximadamente igual a 2da
((ignora el te´rmino que todav´ıa contiene la e, y obtiene:))
a2 = 2da
a = 2d.
Fermat termina diciendo: “Hemos probado de esta forma que CE es el doble de CD, lo que es
conforme a la verdad”.
“Este me´todo nunca falla, y puede ser aplicado a un gran nu´mero de cuestiones muy hermosas;
mediante e´l, he encontrado los centros de gravedad de figuras limitadas por lineas rectas y curvas,
as´ı como los de los so´lidos y otras numerosas cosas que podremos tratar en otra parte si dispongo
de tiempo para ello”.
Ahora a partir del resultado de Fermat obtengamos la ecuacio´n habitual de la recta tangente
de la para´bola. Sean y2 = 2px la para´bola, m la pendiente de la recta tangente en el punto B
de coordenadas B = (x0, y0) y el punto D como origen del sistema de coordenadas. entonces
m =
BC
EC
=
y0
2x0
luego la ecuacio´n de la recta que pasa por B es:
y − y0 = y0
2x0
(x− x0) ⇔ y − y0 = y0x
2x0
− y0x0
2x0
⇔ yy0 − y20 =
y20x
2x0
− y
2
0
2
⇔ yy0 − 2px0 = 2px0x
2x0
− 2px0
2
⇔ yy0 = p(x+ x0)
Esta u´ltima igualdad es la llamada ecuacio´n habitual de la recta tangente de la para´bola.
La tangente a la elipse
((Fermat estudia la tangente a la elipse en la segunda parte de la memoria ad eamdem
methodum ad disquirendam maximan et miniman, como una nueva aplicacio´n de su me´todo de
“adigualdad”.))
Considerese la elipse ZDN de eje ZN y centro R, se desea trazar la tangente en un punto D.
ver Figura 1.31.
Sea DM la recta tangente a la elipse en D que corta al eje en el punto M . Trazar la ordenada
DO desde el punto D. A continuacio´n, tomar un punto V cualquiera comprendido entre O y N ,
luego tracemos la ordenada IEV , paralela a DO, que corta la tangente DM en el punto I, y a
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Figura 1.31: Me´todo de Fermat para la tangente de la elipse
la elipse en el punto E.
Aplicando para la elipse, la proposicio´n 13 del libro I de Las Co´nicas de Apolonio [4], se tiene
DO2
EV 2
=
ZO.ON
ZV.V N
. (1.16)
De la semejanza de tria´ngulos DOM y IVM resulta:
DO
IV
=
OM
VM
. (1.17)
Dado que DM es la tangente a la elipse, todos los puntos excepto D, son exteriores a la elipse.
Por lo tanto
IV > EV. (1.18)
De (1.16), (1.17) y (1.18), se tiene
ZO.ON
ZV.V N
>
OM2
VM2
. (1.19)
Hagamos OZ = b, ON = g, OV = e y determinemos el segmento subtangente OM = a.
Entonces ZV = b+ e, V N = g − e, VM = a− e y la expresio´n (1.19) sera´:
bg
(b+ e)(g − e) >
a2
(a− e)2 ,
bg(a− e)2 > a2(b+ e)(g − e).
Fermat:(([...] es preciso por tanto, segu´n mi me´todo, comparar por “adigualdad”, estos produc-
tos, eliminar lo que es comu´n y dividir lo que queda por e)).
bg(a− e)2 aproximadamente igual a a2(b+ e)(g − e)
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bga2 − 2aebg + bge2 aproximadamente igual a bga2 − bea2 + gea2 − a2e2
eliminando terminos comunes y dividiendo por e se tiene
bge− 2bga aproximadamente igual a −ba2 + ga2 − a2e
suprimiendo te´rminos donde todav´ıa aparece e se obtiene:
−2bga aproximadamente igual a −ba2 + ga2.
Aludiendo a la ultima “igualdad”, Fermat escribe: (([...] miembros que es preciso igualar, segu´n
el me´todo. trasponiendo como conviene; se tendra´: ba− ga = 2bg))
Luego el resultado para el segmento subtangente es:
a =
2bg
b− g .
A continuacio´n Fermat compara la va´lidez de su resultado con la solucio´n obtenida por Apolo-
nio [4]. Fermat:((“[...] se ve que esta solucio´n es la misma que la de Apolonio, pues segu´n mi
construccio´n, para encontrar la tangente, es preciso hacer
b− g
g
=
2b
a
o´
ZO −ON
ON
=
2ZO
OM
mientras que para Apolonio, es preciso hacer
ZO
ON
=
ZM
MN
y esta´ claro que estas dos construcciones conducen a lo mismo.))
En efecto,
ZO
ON
=
ZM
MN
=
ZO +OM
MN
=
2ZO +OM
OM
2ZO +OM
OM
=
2ZO
OM
+
OM
OM
=
2ZO
OM
+
ON
ON
de donde se obtiene:
ZO −ON
ON
=
2ZO
OM
Fermat te´rmina diciendo:
“Podr´ıa an˜adir otros nu´merosos ejemplos, tanto del primer caso de mi me´todo como del segundo,
pero los descritos son suficientes y prueban de sobra que el me´todo es general y no falla jama´s.
No an˜ado la demostracio´n de la regla, ni las nu´merosas aplicaciones que podr´ıan comfirmar su
alto valor, como la invencio´n de los centros de gravedad y de las as´ıntotas, de lo cual he enviado
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un ejemplo al sabio M. de Roberval”.
A partir del resultado Obtenido por Fermat deduzcamos la ecuacio´n de la tangente a la
elipse.
Sean c y d los semiejes de la elipse, luego la ecuacio´n de la elipse es
x2
c2
+
y2
d2
= 1,
y sea m la pendiente de la recta tangente en el punto D de coordenadas (x0, y0) y el origen del
sistema de coordenadas en el punto R. Ver Figura 1.31. Entonces, b = c+ x0, g = c− x0 y
m =
DO
OM
=
−y0
a
=
−y0
2bg
b− g
=
−y0
2(c+ x0)(c− x0)
2x0
,
pero
−y0
2(c+ x0)(c− x0)
2x0
=
−x0y0
c2 − x20
=
−x0y0
c2
c2 − x20
c2
=
−x0y0
c2
y20
d2
.
De esta manera
m =
−x0y0
c2
y20
d2
=
−x0y0d2
c2y20
=
−d2x0
c2y0
Luego la ecuacio´n de la recta tangente es:
y − y0 = −d
2c0
c2y0
(x− x0) ⇔ y − y0 = −d
2x0
c2y0
x+
d2x20
c2y0
⇔ yy0 − y20 =
−d2x0xy0
c2y0
+
d2x20y0
c2y0
⇔ yy0 − y20 =
−d2x0x
c2
+
d2x20
c2
⇔ yy0
d2
− y
2
0
d2
=
−x0x
c2
+
x20
c2
⇔ yy0
d2
=
−x0x
c2
+ (
x20
c2
+
y20
d2
)
⇔ yy0
d2
=
−x0x
c2
+ 1
⇔ yy0
d2
+
x0x
c2
= 1
La u´ltima igualdad se conoce como la ecuacio´n habitual de la tangente a la elipse.
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1.6.2. El Me´todo de Barrow para hallar Tangentes
Describiremos este me´todo siguiendo a Morris Kline en su libro El pensamiento Matema´tico
Desde la antiguedad a Nuestros Dı´as vol 1 [2]. Isaac Barrow dio un me´todo para calcular tan-
gentes partiendo del tria´ngulo caracter´ıstico o diferencial, que hab´ıa sido usado por Pascal en
problemas de cuadraturas.
En la figura ?? se tiene una curva con una recta tangente en P . Considerese el tria´ngulo
PRQ, que resulta de un incremento PR, este tria´ngulo es semejante al tria´ngulo PNM , entonces
PM
MN
=
QR
PR
.
Barrow afirma que cuando el arco PP1 es muy pequen˜o podemos identificarlo con el segmento
PQ de la tangente en P . El tria´ngulo PRP1 de la figura ??, en el cual PP1 es considerado a la
vez como arco de la curva y como parte de la tangente, es el tria´ngulo caracteristico o diferencial.
“ En la Leccio´n X de Lectiones, Barrow calcula la tangente a una curva, dada por una ecuacio´n
polino´mica f(x, y) = 0, en un punto de la misma, P (x, y), de la forma siguente. Pongamos
P1(x + e, y + a) un punto de la curva pro´ximo a P y sustituyamos estas coordenadas en la
ecuacio´n f(x, y) = 0.
En palabras de Barrow: ((Rechacemos todos los te´rminos en los que no hay a o e (porque se
anulan unos a otros por la naturaleza de la curva). Rechacemos todos los te´rminos en los que
a o e esta´n por encima de la primera potencia, o esta´n multiplicados ambos (porque, siendo
infinitamente pequen˜os, no tienen valor en comparacio´n con el resto)))”.
Despue´s de estas operaciones se puede calcular el cociente a
e
que es la pendiente de la recta
tangente de la curva en el punto P .
La tangente a la Hipe´rbola
Sigamos el me´todo de Barrow para calcular la pendiente de la recta tangente a la hipe´rbola.
Consideremos la hipe´rbola de ecuacio´n
x2
c2
− y
2
d2
= 1
y el punto P (x1, y1) que pertenece a la curva.
Sea P1 = (x1 + e, y1 + a) otro punto cualquiera de la hipe´rbola, entonces:
(x1 + e)
2
c2
− (y1 + a)
2
d2
= 1,
x21 + 2ex1 + e
2
c2
− y
2
1 + 2ay1 + a
2
d2
= 1. (1.20)
Como
x21
c2
− y
2
1
d2
= 1, (1.21)
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igualando (1.20) y (1.21) y cancelando te´rminos comunes tenemos:
2ex1
c2
+
e2
c2
− 2ay1
d2
− a
2
d2
= 0.
Eliminando las potencia de a y e de grado mayor que uno se sigue que
2ex1
c2
− 2ay1
d2
= 0,
de donde resulta la pendiente:
a
e
=
d2
c2
x21
y1
.
Por consiguiente, la ecuacio´n de la recta con pendiente a
e
en el punto (x1, y1) esta dada por
y − y1 = d
2
c2
x21
y1
(x− x1).
Transformando esta u´ltima igualdad obtenemos la ecuacio´n
xx1
c2
− yy1
d2
= 1,
conocida como ecuacio´n de la recta tangente de la hipe´rbola.
1.7. Sugerencias dida´cticas
1.7.1. Tangentes y Normales a la para´bola
Consideremos una para´bola con recta directriz D y foco F y sea P un punto que pertenece
a la curva. Tracemos una perpendicular a D que pase por P y el segmento FP . Sea W la in-
terseccio´n entre D y la perpendicular. Ahora tracemos la bisectriz del a´ngulo determinado por
FPW . Esta recta bisectriz es tangente a la para´bola en el punto P . Ver Figura 1.32.
Ahora consideremos el punto P exterior a la para´bola y encontremos las rectas tangentes a
la curva que pasen por P . Tracemos una circunferencia de radio PF con centro en P y sean
W1 y W2 los interceptos con D. Las rectas tangentes que pasan por P vienen dadas por por las
mediatrices de los segmentos W1F y W2F . Ver Figura 1.33.
A continuacio´n vamos a trazar las rectas tangentes a la para´bola paralelas a dr. Tracemos
una perpendicular a dr que pase por F y notemos por W a la interseccio´n con D. La tangente
a la para´bola esta determinada por la mediatriz del segmento FW . Ver Figura 1.34
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Figura 1.32: Tangente por un punto P que
pertenece a la para´bola
Figura 1.33: Tangente por un punto P ex-
terior a la para´bola
1.7.2. Tangentes y Normales a la elipse
Consideremos la elipse con focos F1 y F2 y un punto P que pertenece a la curva. Tracemos
una recta que pase por F2 y P y tracemos el segmento F1P . Ahora tracemos la bisectriz del
a´ngulo determinado por SPF1. ver Figura 1.35. Esta recta bisectriz es la tangente a la elipse en
el punto P . Y la normal va a estar siempre determinada por la recta perpendicular a la tengente.
Ahora consideremos el punto P exterior a la elipse y obtengamos las rectas tangentes a la
curva que pasen por P . Tracemos una circunferencia con radio F1P y centro P , luego tracemos
una circunferencia con centro en F2 y radio igual a la distancia focal. Llamemos W1 y W2 los
interceptos de las dos circunferencias. Las rectas tangentes a la elipse van a ser las mediatrices
de los segmentos W1F1 y W2F1. Ver Figura 1.36.
Encontremos ahora las tangentes a la elipse paralelas a la direccio´n dr. ver Figura 1.37.
Tracemos una perpendicular a dr que pase por F1, no´tese por l. Ahora tracemos la circunferencia
con centro F2 y radio igual a la distancia focal. Los puntos W1 y W2 son las intersecciones entre
l y la circunferencia. Las rectas tangentes que son paralelas a dr van a estar determinadas por
las mediatrices de los segmentos F1W1 y F2W2.
1.7.3. Tangentes y Normales a la hipe´rbola
Sea una hipe´rbola con focos F1 y F2 y sea un punto P que pertenece a la curva. Tracemos
una recta que pase por F2 y P y tracemos el segmento F1P . Ahora encontremos la bisectriz del
a´ngulo determinado por F1PF2. Esta recta bisectriz es la tangente a la hipe´rbola en el punto P .
ver Figura 1.38.
Ahora consideremos el punto P exterior a la hipe´rbola y encontremos las rectas tangentes a
la curva que pasen por P . Tracemos una circunferencia de radio PF2 con centro en P y tracemos
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Figura 1.34: Tangente a la para´bola paralela a la direccio´n dr
Figura 1.35: Tangente por un punto P que
pertenece a la elipse
Figura 1.36: Tangentes por un punto P ex-
terior a la elipse
otra circunferencia con centro en F1 y radio igual a la distancia focal. Notemos por W1 y W2 los
intersectos de las dos circunferencias. Las rectas tangentes son las mediatrices de los segmentos
W1F2 y W1F2. ver Figura 1.39.
Para trazar las tangentes a la hipe´rbola que sean paralelas a una direccio´n dr procedemos
de igual manera que se hizo para la elipse. ver Figura 1.40.
1.7.4. Propiedades o´pticas de las co´nicas
“Del haz de rayos del faro de Alejandr´ıa, Ruche paso´ al cono de luz de una la´mpara. Estaban
instalados de nuevo en la sala de sesiones sumida en la oscuridad una vez ma´s. En la pared
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Figura 1.37: Tangentes a la elipse paralelas
a la direccio´n dr
Figura 1.38: Tangente por un punto P que
pertenece a la hipe´rbola
aparecio´, de repente, un c´ırculo de luz. Max, que sosten´ıa con firmeza el pie de una la´mpara, la
dirig´ıa perpendicularmente a la pared. El haz de luz proyectado por la pantalla co´nica dibujaba
en el muro un c´ıculo perfecto.
La voz cascada de Sinfuturo anuncio´ desde las tinieblas:
-¡C´ırculo!
Max inclino´ la la´mpara hacia un lado. La mancha se alargo´, el c´ırculo se convirtio´ en un o´valo.
-¡Elipse!
Max siguio´ inclinando la la´mpara. La elipse se fue alargando y, bruscamente, se rompio´. La
mancha de luz sobre la pared ya no estaba cerrada; se extend´ıa libremente sin otro l´ımite que
el de la propia habitacio´n.
-Para´bola- anuncio´ Sinfuturo
Max continuo´ el movimiento y la inclinacio´n de la pantalla co´nica, en relacio´n con el plano del
muro, era progresivamente menor. La para´bola se alargo´ y, de pronto, sobre la pared, aparecio´ por
el otro lado una segunda mancha de luz. La vacilante voz de Sinfuturo anuncio´, como si se sin-
tiese un poco molesto:
-¡Hipe´rbola!
Sobre la pared, la imagen aparec´ıa confusa.
Ruche intervino para atenuar los defectos de la u´tima parte:
-Acabamos de asistir a un encuentro. El de un cono de luz que proyecta una la´mpara y el plano
de una pared.”([6], p. 175)
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Figura 1.39: Tangente por un punto P ex-
terior a la hipe´rbola
Figura 1.40: Tangentes a la hipe´rbola par-
alelas a la direccio´n dr
Para´bola
Si F es el foco de la para´bola y P es un punto cualquiera de la para´bola, la tangente en
P forma a´ngulos iguales con FP y GP , que es paralela al eje de la para´bola. Esta propiedad
geome´trica es la base de muchas aplicaciones importantes tal como la siguiente: Si en el punto
F se coloca un foco y la para´bola es un espejo entonces todos los rayos que partan de F se
reflejara´n de forma paralela al eje. Ver figura 1.41. Esto se debe al principio f´ısico que dice que
cuando un rayo de luz choca contra una superficie reflectora, el a´ngulo de incidencia es igual al
a´ngulo de reflexio´n.
Figura 1.41: Propiedad o´ptica de la para´bola
Prueba de la propiedad o´ptica de la para´bola: Sea y2 = 4px la ecuacio´n de la para´bola y
sean P (xo, yo), F (p, 0), QP la tangente en P y GP la paralela al eje de las absisas. Debemos
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demostrar que α = β.
Sabemos que la ecuacio´n de la recta tangente es yyo = 2p(x− xo). Si hacemos y = 0 obtenemos
que Q(−xo, 0). De otra parte,
|FP | =
√
(xo − p)2 + yo√
(xo − p)2 + yo =
√
x2o + 2pxo + p
2
|FP | = xo + p = |FQ|
Luego el a´ngulo QFP es iso´sceles por tanto α = β.
Elipse e hipe´rbola
Para la prueba de la propiedad o´ptica para la elipse e hipe´rbola consideremos espejos que
tengan forma de elipse e hipe´rbola. Si un rayo de luz que parta de uno de los focos choca contra
el espejo, se reflejara´ hacia el otro foco en el caso de la elipse y se alejara´ directamente del otro
foco en el caso de la hipe´rbola. Ver figuras 1.42 1.43
Figura 1.42: Propiedad o´ptica de la elipse Figura 1.43: Propiedad o´ptica de la
hipe´rbola
Las ecuaciones de la elipse y de la hipe´rbola son:
x2
a2
+
y2
b2
= 1
y
x2
a2
− y
2
b2
= 1
respectivamente.
Sabemos que la ecuacio´n de la tangente a la elipse en el punto P (xo, yo) es
xxo
a2
+
yyo
b2
= 1
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y para la hipe´rbola tambien la conocemos y es:
xxo
a2
− yyo
b2
= 1.
Para hallar el tanα utilizamos la relacio´n
tanα =
m−m1
1 +mm1
donde m es la pendiente de la recta tangente y m1 es la pendiente de la recta determinada por
F y P . Entonces
tanα =
−b
2xo
a2yo
− yo − 0
xo − c
1 +
−b2xo
a2yo
yo−0
xo−c
=
b2
cyo
,
y de igual manera
tanβ =
m−m2
1 +mm2
,
donde m2 es la pendiente de la recta determinada por F
′ y P , As´ı:
tanβ =
b2
cyo
.
Luego
tanα = tanβ.
Por lo tanto
α = β
De forma similar se obtiene la igualdad para la hipe´rbola.
Sugerencia dida´ctica
Construyamos sobre carto´n para´bola, elipse e hipe´rbola con algunas rectas tangentes. Ubique-
mos un espejo sobre la tangente de la co´nica y con un laser como fuente de luz ubicado en el
foco de la co´nica podemos experimentar con la propiedades o´pticas de estas curvas.
A continuacio´n presentamos algunos esquemas que hemos disen˜ado para esta experiencia:
1.8. Los Me´todos de Arqu´ımedes y sus aportes al ca´lculo
Adema´s de la tangente nos referimos a los siguientes problemas, presentes en el mismo mo-
mento histo´rico, como fuente de motivacio´n e inspiracio´n para el desarrollo del ca´lculo: Obtener
longitudes de curvas, de importancia para obtener la distancia recorrida por un planeta en un
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Figura 1.44: Esquema 1 Figura 1.45: Esquema 2
Figura 1.46: Esquema 3
periodo de tiempo dado; las a´reas acotadas por curvas que podriamos relacionar con la ley de
a´reas enunciada por Kepler y centros de gravedad ligados a la gravitacio´n. Pero, antes de pen-
sase en las razones anteriores, Arqu´ımedes ya hab´ıa abordado y dado solucio´n a varios de estos
problemas en sus obras De la cuadratura de la para´bola y El Me´todo. Veamos algunos:
1.8.1. A´rea de un segmento para´bolico
Vamos a ilustrar dos me´todos seguidos por Arqu´ımedes, meca´nico y geome´trico, para la ob-
tencio´n del a´rea de un segmento parabo´lico; pero antes a manera de introduccio´n presentamos
la carta de Arqu´ımedes a Dositeo:
“ Arqu´ımedes a Dositeo: ¡Salud!
Mucha pena tuve al enterarme de la muerte de Canon, que fue mi amigo durante toda su vida
y era muy versado en las ciencias matema´ticas; y como tambie´n gozaste de su amistad y eres
un ha´bil geo´metra, he tomado la resolucio´n de enviarte, como lo hubiera hecho con e´l, un teo-
rema del que nadie se ha ocupado y he querido examinar. Lo he descubierto primeramente por
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Figura 1.47: Esquema 4
consideraciones meca´nicas y despue´s por razonamientos geome´tricos.
Entre los que han cultivado la geometr´ıa antes que nosotros algunos han procurado hacer ver la
posibilidad de encontrar una figura rectilinea equivalente a un c´ırculo o a un segmento circular
y han tratado luego de cuadrar el a´rea limitada por la seccio´n de un cono completo (elipse) y
una recta, admitiendo lemas dif´ıciles de conceder, por lo cual muchas personas creyeron que no
se hab´ıan resuelto.
Pero ninguno de mis predecesores, que yo sepa, ha buscado la cuadratura de una superficie lim-
itada por una recta y una para´bola, problema cuya solucio´n he encontrado, y demostrare´ que
el segmento para´bolico equivale a cuatro veces la tercera parte de un tria´ngulo de igual base y
altura que el segmento... Vera´s como he resuelto primero por meca´nica y despue´s por geometr´ıa
haciendolos preceder de las propiedades elementales de las secciones co´nicas necesarias para
demostrarlos. Pa´salo bien.”([4], p. 23)
Ca´lculo del a´rea de un segmento parabo´lico siguiendo el razonamiento meca´nico de
Arqu´ımedes
Consideremos una para´bola de ve´rtice en B y cuyo eje es BD ver figura 1.48. El problema
consiste en determinar el a´rea comprendida entre la para´bola y la perpendicular AC al eje.
Tracemos la tangente en el punto C a la para´bola y tambie´n una paralela a DE que pase por A
y corte a la tangente en F y construyase MO paralelo a DE. Los puntos K y H se toman en la
recta determinada por los puntos B y C de manera que HK = KC
Se considera CH como un brazo de palanca con apoyo en K. Como CF es tangente a la para´bola
en el punto C, se tiene que EB = BD. Por otra parte, los tria´ngulos OMC, AFC y DEC son
semejantes, por lo tanto MN = NO y FK = KA.
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Figura 1.48: A´rea de un segmento parabo´lico razonamiento meca´nico de Arqu´ımedes
Los tria´ngulos AKC y ONC son semejantes entonces CA
CO
= CK
CN
, luego CA
CA−AO =
CK
CK−KN y as´ı
CA
AO
=
CK
KN
. (1.22)
consideremos ahora la relacio´n
CA
AO
=
MO
OP
(1.23)
de la cual Arqu´ımedes da una prueba como proposicio´n 5 en su obra “De la cuadratura de la
para´bola”. Aqu´ı haremos la justificacio´n de esta relacio´n por el me´todo cartesiano:
Consideremos el plano de la para´bola como el plano cartesiano con origen en el punto B y la
recta determinada por el punto B, siendo D el eje de las absisas. Para simplificar, consideremos
que la ecuacio´n de la para´bola es y = −x2 y el punto C = (xo,−x2o). La ecuacio´n de la recta
tangente es y = −2xox+ x2o.
Ahora, sea P (x1,−x21) y M = (x1,−2xox1 + x2o). De esto se sigue que
OM = x2o − 2xox1 + x2o = 2xo(xo − x1)
y que
OP = x2o − x21.
De otra parte AC = 2xo y AO = xo + x1, por lo tanto
OM
OP
=
2xo(xo − x1)
x2o − x21
=
2xo
xo + x1
=
AC
AO
.
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Concluimos que:
OM
OP
=
AC
AO
.
Continuamos con el razonamiento de Arqu´ımedes. Como CK = HK, de (1.22) y (1.23) se
tiene que
KH
KN
=
MO
OP
. (1.24)
Supongamos que los segmentos MO, PO son pesos proporcionales a su longitud, si ahora
trasladamos al punto H un segmento igual a la longitud de PO y lo ponemos como en la
figura 1.48 el segmento P ′O′ de modo que su centro de gravedad sea el punto H, la igualdad
anterior nos dice que el segmento P ′O′ = PO queda equilibrado por el segmento MO, pues el
producto de dichos segmentos por la longitud correspondiente del brazo de palanca con apoyo
en K es la misma. (pues KH.OP = KN.MO. Ver figura 1.48).
N es el centro de gravedad de MO. Deducimos que K es el centro de gravedad de los segmentos
P ′O′ y MO. Ana´logamente puede razonarse para cualquier paralela al eje de la para´bola ED.
Todas ellas estara´n en equilibrio con los segmentos determinados sobre ellas por el segmento
parabo´lico trasladados al punto H, de manera que el centro de gravedad de cada par de seg-
mentos sera´ el punto K.
Los segmentos paralelos a DE componen el tria´ngulo AFC y los correspondientes segmentos
dentro del segmento parabo´lico componen dicho segmento parabo´lico. Por tanto el tria´ngulo
AFC permaneciendo en su lugar, estara´ en equilibrio respecto del punto K con el segnento
parabo´lico trasladado hasta tener su cento de gravedad en H, de manera que el centro de
gravedad del conjunto de ambos sera´ el punto K.
Sobre CK ubicamos el punto X de tal forma que CX = 3XK, el punto X sera´ el centro de
gravedad del tria´ngulo AFC. Por lo tanto se verifica que la razo´n del tria´ngulo AFC al segmento
parabo´lico ABC colocado alrededor del centro H es igual a la razo´n HK a KX.
Ahora HK = 3XK, el tria´ngulo AFC sera´ el triple del segmento parabo´lico ABC. Adema´s,
el tria´ngulo AFC es cua´druple del tria´ngulo inscrito ABC, ya que FK = KA y KA = 2BD al
ser AD = DC. Concluimos que el segmento parabo´lico ABC equivale a 4
3
del tria´ngulo inscrito
ABC.
Sugerencia dida´ctica
Construir sobre carto´n el segmento parabo´lico ABC, el tria´ngulo AFC y el tria´ngulo inscrito
ABC. En una balanza de Arqu´ımedes compara pesos y por medio de este instrumento puedes
llegar a las conclusiones obtenidas en el teorema anterior.
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Ca´lculo del a´rea de un segmento parabo´lico siguiendo el razonamiento geome´trico
de Arqu´ımedes
En esta seccio´n se desmostrara´ que el a´rea del segmento parabo´lico ABC es igual a 4
3
del
a´rea de tria´ngulo inscrito ABC
La demostracio´n consiste en hacer una descomposicio´n exhaustiva del segmento parabo´lico por
Figura 1.49: A´rea de un segmento parabo´lico razonamiento geome´trico de Arqu´ımedes
medio de tria´ngulos.
En la figura 1.49 se han representado los tria´ngulos APB y BMC inscritos respectivamente, en
los segmentos para´bolicos determinados por las cuerdas AB y BC; es de notar que PP ′ y MM ′
son paralelos a BO y adema´s P ′ y M ′ son puntos medios de los segmentos AO y OC.
La primera parte de la demostracio´n consiste en calcular el a´rea de los dos tria´ngulos APB y
BMC.
Arqu´ımedes demuestra que
A´rea(∆BMC) =
1
4
A´rea(∆BCO)
y
A´rea(∆APB) =
1
4
A´rea(∆ABO)
por lo tanto
A´rea(∆BMC) + A´rea(∆APB) =
1
4
A´rea(∆ABC)
Aqu´ı recurriremos al me´todo cartesiano para esta deduccio´n.
Consideremos el plano de la para´bola como el plano cartesiano con origen en B y la recta
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determinada por los puntos B y O es el eje de las abscisas. Y para simplificar consideremos que
la ecuacio´n de la para´bola es y = −x2 y los puntos A = (−a,−a2), B = (a,−a2), entonces los
puntos P y M son de coordenadas (−a
2
,−a2
4
) y (a
2
,−a2
4
) respectivamente.
Calculemos el a´rea encerrada por el pol´ıgono APBMC. Para ello tracemos una recta paralela
al eje x que pase por M y P y dos paralelas al eje que pasen por M y P . Ver figura 1.50.
Luego
Figura 1.50: A´rea de un segmento para´bolico razonamiento geome´trico
A´reaAPBMC =
a
2
a2
4
+ 2
1
2
a
2
(a2 − a
2
4
+ a(a2 − a
2
4
))
A´reaAPBMC =
a3
8
+
3a2
4
+
3a3
4
=
5a3
4
.
Por otra parte,
AreaABC =
1
2
(2a)a2 = a3
Luego
AreaAPBMC − AreaABC = 1
4
a3.
Por tanto la suma de las a´reas de los tria´ngulos APB y BMC es igual a 1
4
del a´rea del tria´ngulo
ABC, es decir,
A´rea(∆BMC) + A´rea(∆APB) =
1
4
A´rea(∆ABC).
Si llamamos S el a´rea del tria´ngulo ABC, el a´rea de los dos tria´ngulos APB y BMC es 1
4
S.
Repitiendo este proceso con cada uno de los cuatro segmentos para´bolicos determinados por la
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cuerdas AP ,PB, BM y MC inscribiendo en ellos los respectivos tria´ngulos, la suma de las a´reas
sera´ igual a 1
16
S. Y procediendo de esta manera indefinidamente terminaremos por calcular el
segmento para´bolico por
∞∑
n=1
1
4n
S =
4
3
S.
Pero Arqu´ımedes no sabe de convergencia de series, razona por medio de la doble reduccio´n
al absurdo muy usual en la matema´tica griega. Este razonamiento no lo vamos a realizar pero
puede ser revisado en [2] pa´g 158.
Sugerencias dida´cticas
1. Contruir sobre carto´n el segmento parabo´licoABC, el tria´ngulo inscritoABC y el recta´ngulo
AA′C ′C. Compruebe por medio de una balanza de torque que el recta´ngulo es dos veces el
tria´ngulo ABC, lo cual nos permite obtener el a´rea del segmento parabo´lico en te´rminos
del a´rea del recta´ngulo.
2. Construir sobre carto´n el tria´ngulo ABC, los tria´ngulos APB y BMC y as´ı sucesivamente
hasta donde sea posible. Por medio de la balanza de ¡arqu´ımedes ha´ganse comparaciones
y aproximaciones del a´rea del segmento parabo´lico.
3. Sobre papel milimetrado contruir un segmento parabo´lico ABC y el tria´ngulo inscrito
ABC. Por medio de la cuadricula del papel hacer estimaciones del a´rea del segmento
parabo´lico.
1.8.2. A´rea de la Elipse
En el libro “ Sobre Conoides y Esferoides” Arqu´ımedes ca´lcula el a´rea de una elipse. La
proposicio´n 5 dice “El a´rea de la elipse es a la del c´ırculo descrito sobre su eje mayor como el
eje menor al mayor” La demostracio´n que sigue Arqu´ımedes puede ser consultada [4] pa´g 111.
A partir de la proposicio´n 5 podemos deducir que el a´rea de la elipse
x2
a2
+
y2
b2
= 1 es piab, O bien
que el a´rea de una elipse es igual al a´rea de un c´ırculo cuyo radio sea la media geome´trica de los
semiejes de la elipse. En efecto, Dada la elipse ABCD con semieje mayor a y menor b, tracemos
un c´ırculo de radio a y centro igual a la elipse. Ver figura 1.51. Ahora, sea Ac el a´rea del c´ırculo,
luego Ac = pia
2 y adema´s denotemos por Ae el a´rea de la elipse. Siguiendo la proposicio´n 5
tenemos que:
Ae
Ac
=
2b
2a
Ae
pia2
=
b
a
por tanto
Ae = piab
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Figura 1.51: A¨rea de la elipse
Por otra parte, usando las herramientas del ca´lculo con que hoy contamos, vamos a demostrar
que el a´rea de la elipse es Ae = piab.
Para este ca´lculo haremos uso de las coordenadas parame´tricas. La elipse
x2
a2
+
y2
b2
= 1 en
coordenadas parame´tricas viene dada por:
x = acost
y = bsint
con 0 < t < 2pi. (pues (
x
a
)2 + (
y
b
)2 = cos2t + sin2t = 1). Por simetr´ıa podemos calcular el a´rea
de uno de los cuadrantes.
Figura 1.52: Ca´lculo de a´rea de la elipse Figura 1.53: Ca´lculo de a´rea de la elipse
Entonces el diferencial de a´rea en forma rectangular es
dA = y dx
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entonces
dx = −asint dt
dA = −absin2t dt
luego
A = 4
∫ 0
pi
2
(−ab)sin2t dt = 4
∫ pi
2
0
ab(
1
2
− cos2t
2
) dt = piab
Sugerencias dida´cticas
Construyamos sobre carto´n una elipse
x2
a2
+
y2
b2
. Ahora tracemos un segmento de longitud
√
ab y sobre e´ste construyamos una semicircunferencia de radio
a+ b
2
, luego sobre el segmento
a trazar una perpendicular que corte la circunferencia. Ver figura 1.53.
Este segmento perpendicular es de longitud
√
ab llamado media geome´trica. Con la longitud√
ab construir sobre carto´n una circunferencia de radio
√
ab. Con la ayuda de una balanza de
Arqu´ımedes verificar que la elipse y la circunferencia construidas son de igual peso.
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Cap´ıtulo 2
La Cicloide
2.1. Origen de la cicloide
“La aparicio´n de la curva cicloide por primera vez en la escena matema´tica no tiene una
fecha clara. Parece ser que el filo´sofo y teo´logo france´s Charles de Bouvelles (1471-1553) fue
pionero en trabajar con la curva cicloide, orientando sus estudios sobre dicha curva en relacio´n
con el problema de la cuadratura del c´ırculo.”[8]
Alrededor de 1599, Galileo acun˜a el te´rmino cicloide y se encarga de estudiar por primera vez
el a´rea que encierra un arco de cicloide en base a consideraciones de cara´cter meca´nico. Galileo
efectuo´ la comparacio´n entre el peso de un arco de cicloide y el c´ırculo generador, hallando que
los pesos se encontraban en relacio´n de 3 a 1, pero decidio´ (erro´neamente) que no deb´ıa ser
exactamente 3, ya que intu´ıa que dicha razo´n no deb´ıa ser un nu´mero racional. [1]
Roberval en 1634 gano´ el concurso para el nombramiento para ocupar la ca´tedra de Ramus en
el Colle`ge Royal, la que no consiguio´ ocupar sino hasta 1675, an˜o de su muerte. En 1634 de-
mostro´ que el a´rea encerrada bajo un arco de cicloide es exactamente 3 veces el a´rea de c´ırculo
generador. En el an˜o 1638 descubre un me´todo para trazar tangentes a la cicloide en cualquiera
de sus puntos, problema que resolvieron Fermat y Descates simulta´neamente, y calculo´ el volu-
men del so´lido generado al girar el a´rea bajo un arco de cicloide alrededor de la recta base de la
cicloide.[1]
Roverbal no publico´ sus descubrimientos sobre la cicloide debido a que propon´ıa cuestiones
parecidas a los posibles candidatos a ocupar la ca´tedra y parece ser que por esta razo´n se vio
envuelto en agrias po´lemicas relacionadas con la autor´ıa de sus resultados. En particular, en
1643 Torricelli env´ıa a Mersenne su cuadratura de la cicloide, y en 1644 publico´ su libro “De
Parabole”. En el ape´ndice de su obra aparece la cuadratura de la cicloide y la construccio´n de
la tangente donde Torricelli no hac´ıa ninguna referencia a Roberval, que hab´ıa llegado a estos
resultados antes que e´l. En 1646 Roberval escribio´ una carta acusando a Torricelli de plagio. [1]
Una noche de 1658 en que un dolor de muela le impedia dormir a Pascal, decidio´, dedicarse al
estudio de la cicloide. Calculando ciertas a´reas, volumenes y centros de gravedad relacionados
con la cicloide, se le ocurrio´ convocar un concurso dirigido a los matema´ticos de la e´poca.[1].
Aproximadamente en la misma e´poca en que Pascal enunciaba su concurso, Christiaan Huygens
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trataba de mejorar el disen˜o de los relojes de pe´ndulo. Inspirado por el reto de Pascal, Huy-
gens se ocupo´ de estudiar el periodo de un pe´ndulo forzado a seguir una trayectoria cicloidal,
descubriendo que e´stos son isocronos, es decir, la frecuencia es independiente de la amplitud.
As´ı Huygens hab´ıa descubierto que una cicloide invertida es una curva tautocrona o isocrona,
esto es, una curva que tiene la propiedad de que un objeto material que se desplace uniforme-
mente en ca´ıda por efecto de la gravedad y sin rozamiento a trave´s de ella hasta un punto dado
de la misma, lo hace en el mismo tiempo independiente de la posicio´n inicial del objeto. Del
griego, tautos significa el mismo, mientras que cronos χρoνoς significa tiempo.
Huygens construyo´ varios relojes de pe´ndulo con gu´ıas cicloidales, pero descubrio´ que, debido
a los rozamientos, no funcionaba con ma´s exactitud que el pe´ndulo simple. Fue un resultado
te´orico y no pra´ctico.
El problema de la tautocrona seguir´ıa planteando nuevos desaf´ıos. Posteriormente, en 1823,
Niels Henrik Abel, propone una generalizacio´n del problema de la tautocrona. (que se basa en
determinar la curva tautocrona)
En 1696 Johann Bernoulli propone el problema de la braquistocrona, (Del griego braquistos
que significa el ma´s breve) publicado en la revista Acta Eruditorum de la que Leibniz era editor
principal, que consiste en determinar la curva por la que un cuerpo desciende en el menor tiempo
por el efecto de la gravedad.
El problema de la curva de tiempo ma´s corto ya hab´ıa sido abordado por Galileo en Dia´logos
acerca de dos nuevas ciencias. En el escolio del teorema XXII, proposicio´n XXXVI de la tercera
jornada, sobre el movimiento naturalmente acelerado. escribe:
“De todo lo que hemos demostrado hasta aqui, parece poder deducirse que el movimiento ma´s
veloz de todos desde un punto a otro, no se efectu´a por la l´ınea ma´s breve, es decir por la recta,
sino por una porcio´n de c´ırculo.”([14], p. 301)
En la presentacio´n en Acta Eruditorum de las soluciones del reto de Johann Bernoulli, Leibniz
escribe que Galileo no pudo demostrar que la curva braquisto´crona era una cicloide por no contar
en esa e´poca con el ca´lculo infinitesimal.[8]
2.2. Historias para contar alrededor de la cicloide
A continuacio´n presentamos dos fascinantes historias que se cuentan alrededor de la cicloide.
Estas historias pueden ser parte fundamental en la motivacio´n cuando uno como profesor va a
entrarse en los ca´lculos de esta maravillosa curva. En particular para mi han sido fuentes de
mucha motivacio´n y he sentido mucha alegr´ıa cuando aborde´ el estudio de esta curva.
Fe´lix Garc´ıa [9] cuenta la historia del concurso al que convoca Pascal y William Dunhan [10]
escribe una hermosa historia donde los po´lemicos hermanos Bernoulli enfrentan el desaf´ıo de la
braquistocrona.
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2.2.1. El concurso de Pascal
“Cuenta Marguerite Pe´rier, sobrina de Pascal, que un d´ıa de 1658, su t´ıo, que ten´ıa entonces
35 an˜os, padec´ıa de un fuerte dolor de dientes y muelas. Para aliviarse del mismo decide sumer-
girse y estudiar un problema sobre la ruleta que ya hab´ıa sido planteado por Mersenne, aunque
e´ste confundio´ en un principio la curva con la elipse. El problema consist´ıa en determinar ciertas
caracter´ısticas y propiedades de esa curva plana tambie´n conocida con el nombre de cicloide.
Tal curva esta´ generada por un punto de una circunferencia, ruleta, al rodar sin deslizarse sobre
una recta, la base. Ver figura 2.1
Esta curva, cuyo nombre parece se debe a Galileo, fue conocida tambie´n por otros muchos
Figura 2.1: La Cicloide
matema´ticos como Descartes, Wallis, Roberval, Fermat y Torricelli.
Esta es la descripcio´n na¨ıf que Pascal hace de la cicloide: Esta curva no es otra cosa que el
camino que hace en el aire el boto´n de una rueda cuando ella rueda en su movimiento ordinario.
Si el punto, solidario con la circunferencia que rueda, es exterior a la rueda, la curva generada
recibe el nombre de cicloide alargada; si el punto es interior a la ruleta, se trata de una cicloide
acortada. Entonces, es una cicloide natural o normal la descrita en primer lugar. Esas denomi-
naciones fueron dadas por el propio Pascal.
Pascal tambie´n hab´ıa encontrado la solucio´n a muchos problemas que caracterizaban la cicloide
y que nadie antes hab´ıa descubierto. Pero nunca penso´ en publicar su descubrimiento. Pero su
amigo el duque de Roannez le anima a hacerlo: Ello le proporcionar´ıa una gran ventaja en su
campan˜a de defensa de la religio´n cristiana contra los incre´dulos, demostrando as´ı no ser un
esp´ıritu simple como otros libertinos que se mofaban de la religio´n.
Pascal decide, por fin, convocar en junio de 1658, y de forma ano´nima, un concurso entre todos
los geo´metras del mundo, dota´ndolo de un premio. Guardando siempre su anonimato, env´ıa
una circular en la que propone seis problemas cuya solucio´n e´l ya hab´ıa encontrado. Estas eran
las cuestiones: a´rea de la superficie creada por un lazo de la cicloide y su centro de gravedad;
volu´menes de los so´lidos engendrados por el giro de esa superficie alrededor de su base y de su
eje o dia´metro de la cicloide; centros de gravedad de esos volu´menes; centros de gravedad de los
semivolu´menes obtenidos cortando los anteriores por planos que pasan por el eje. Ma´s tarde, en
respuesta a ciertas cartas recibidas, Pascal tuvo que aclarar que se trataba de la cicloide natural
y no de la alargada o de la acortada.
Los concursantes dispon´ıan de tres meses para responder con sus memorias antes del cierre,
que seria el primer d´ıa de octubre. El premio era de 40 pistolas (moneda de la e´poca); hab´ıa
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tambie´n un segundo premio de 20 pistolas. Expirado el plazo, el anunciante ano´nimo publicar´ıa
los resultados. El tribunal encargado de estudiar las memorias presentadas estar´ıa presidido por
Carcavi, colega de Fermat, asistido por Roberval, profesor de matema´ticas en el Colegio Real, y
por el notario de Par´ıs, Gallois. Al desaf´ıo acudieron, entre otros, los franceses Sluze y el padre
jesuita Laloue`re, Huygens y el ingle´s Wallis, inventor del s´ımbolo ∞.
Parece que Roberval hab´ıa comentado a Pascal que e´l ya hab´ıa resuelto los cuatro primeros
problemas del concurso y que por lo tanto so´lo presentar´ıa la solucio´n de los dos u´ltimos. Pas-
cal, guardando de nuevo su anonimato, decide anunciar en julio de 1658 que el concurso so´lo
considerara las dos u´ltimas cuestiones.
El d´ıa 1 de octubre, un tal Amos Dettonville, pseudo´nimo de Pascal,..., deposita las soluciones
en manos de Roberval y de Gallois.
El plazo de entrega de respuestas fue ampliado un mes ma´s por la convocatoria ano´nima. A
finales de noviembre, concretamente el d´ıa 24, el jurado se reu´ne y dictamina que nadie ha apor-
tado las repuestas correctas solicitadas por el ano´nimo por lo que el dinero del premio se hace
llegar a e´ste: naturalmente, el ano´nimo que hab´ıa resuelto todas las cuestiones y que se hab´ıa
presentado con el pseudo´nimo de Amos Dettonville, era Blaise Pascal.
Poco despue´s el propio Pascal dara´ a conocer sus soluciones en una serie de cartas, Lettres da
A. Dettonville, que adema´s conten´ıa muchas otras cuestiones relativas a la geometr´ıa, como el
tratado de las tril´ıneas y sus ongletes, aplicables a curvas cualesquiera, el Tratado del seno del
cuarto de circunferencia, el Pequen˜o Tratado de los so´lidos circulares y el Tratado de los arcos
de la circunferencia. Los problemas de la cicloide, principio y origen del concurso, los deja para
el final da las cartas, concretamente en la parte titulada Tratado general de la ruleta, que lleva
el subtitulo Problemas tocantes a la ruleta propuestos pu´blicamente y resueltos por A. Det-
tonville. Con todos estos tratados sobre geometr´ıa, Pascal nos descubre un mundo nuevo en esa
ciencia, mundo con el que hab´ıa trabajado incesantemente y para el que aporta los cimientos
definiendo y trazando el camino directo para que Leibniz, cuando encuentra estas cartas de
Pascal, de´ nacimiento al ca´lculo diferencial e integral.”([9], p.125)
2.2.2. El Desaf´ıo de la Braquistocrona
“Con e´sta y otras muchas contribuciones, los hermanos Bernuolli dejaron una huella impor-
tante en las matema´ticas de su tiempo.
Comenzo´ en junio de 1696 cuando Johann Bernoulli publico´ un desafiante problema en la revista
de Leibniz Acta Eruditorum. Obviamente, permanec´ıa el legado de los desaf´ıos pu´blicos de los
d´ıas de De fior y Tartaglia. Aunque las disputas se realizaban ahora en las calmadas pa´ginas
de las revistas acade´micas, reten´ıan el poder de crear o destruir la reputacio´n, como el mismo
Johann observaba:
. . . se sabe con certeza que apenas existe nada que incite ma´s los esp´ıritus nobles e ingeniosos a
labores que conducen a aumentar el conocimiento que proponer problemas dif´ıciles y al mismo
tiempo u´tiles mediante cuyas soluciones, y no por otros medios, pueden alcanzar fama y con-
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struir para ellos monumentos imperecederos para la posteridad.
El desaf´ıo particular de Johann era importante. Imagino´ los puntos A y B situados a difer-
entes alturas por encima del suelo y no colocados directamente uno encima del otro. Existe,
ciertamente, una cantidad infinita de curvas diferentes que conectan estos dos puntos, desde una
l´ınea recta hasta un arco de un c´ırculo o cualquier otro numero de otros recorridos ondulados.
Imag´ınese ahora una bola que rueda desde A hasta B siguiendo esta curva. El tiempo que tarda
en completar el recorrido depende, por supuesto, de la forma de la curva. Bernoulli desafio´ al
mundo matema´tico a encontrar la curva particular AMB por la que la bola rodar´ıa en el tiempo
ma´s corto (ver figura 2.2). Llamo´ a esta curva la “la braquistocrona” del griego “ma´s corto” y
“tiempo”.
Una primera aproximacio´n consist´ıa en suponer que AMB es una l´ınea recta que une A y B.
Figura 2.2: La Braquistocrona
Pero Johann advirtio´ contra esta aproximacio´n simpl´ıstica en estos te´rminos:
. . . para evitar un juicio precipitado, aunque la l´ınea recta AB es ciertamente el camino ma´s
corto entre los puntos A y B, no es, sin embargo, el camino que se recorre en el tiempo ma´s
corto. Sin embargo, la curva AMB, cuyo nombre dare´ si ningu´n otro la descubre antes de finales
de este an˜o, es una bien conocida de los geo´metras.
Johann dio de plazo al mundo matema´tico hasta el 1 de enero de 1697 para encontrar una
solucio´n. Sin embargo, cuando se cumplio´ la fecha, so´lo hab´ıa recibido una solucio´n, la del cele-
brado Leibniz quien
“me ha pedido corte´smente que ampl´ıe el tiempo hasta la pro´xima pascua para que durante
ese tiempo se pueda hacer pu´blico el problema... de manera que nadie puede tener motivo de
queja por la cortedad del tiempo asignado. No so´lo he dado mi conformidad a esta razonable
prediccio´n sino que he decidido anunciar personalmente la prolongacio´n y ahora vere´ quie´n at-
aca esta excelente y dificultosa cuestio´n y quie´n la domina finalmente despue´s de tanto tiempo.”
Luego, para cerciorarse de que nadie hab´ıa malentendido el problema, Johann vuelve a repetirlo:
“De las infinitamente numerosas curvas que unen los dos puntos dados..., escoger una curva
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tal que, si se sustituye la curva por un delgado tubo o hendidura y si se situ´a en ellos una
pequen˜a esfera y se la suelta, pasara´ de un punto a otro en el tiempo ma´s corto.”
En este punto Johann se entusiasmaba con las recompensas a la solucio´n del problema de su
braquistocrona. Recordando que e´l mismo conoc´ıa la solucio´n, encontramos sus observaciones
sobre las glorias de las matema´ticas un tanto autosuficientes:
“Veamos quie´n puede asir ra´pidamente el premio que hemos prometido a quien resuelva el prob-
lema. Por cierto, este premio no es oro ni plata, ya que estos metales so´lo apelan a las almas
bajas y banales ma´s bien, puesto que la virtud es, en s´ı misma su ma´xima recompensa y la fama
es un poderoso incentivo, ofrecemos el premio ido´neo para un hombre de noble cuna, compuesto
de honor, alabanza y aprobacio´n...”
En este pasaje, parece que Johann se estaba preparando para otro triunfo sobre el pobre Jacob.
Pero apuntaba a un blanco diferente ma´s directamente ante sus ojos. Escrib´ıa Johann:
“... tan pocos han parecido resolver nuestro extraordinario problema, incluso entre los que pre-
sumen de ello, que mediante me´todos especiales no so´lo han penetrado los ma´s hondos secretos
de la geometr´ıa sino que tambie´n han extendido sus l´ımites en una forma maravillosa; aunque
sus a´ureos teoremas, que ellos piensan que nadie conoce, han sido publicados por otros hace
mucho tiempo...”
¿Podr´ıa alguien dudar de que los “teoremas a´ureos” a los que se refer´ıa eran las te´cnicas de
las fluxiones, o que el objeto de su desprecio no era otro sino el mismo Isaac Newton, un hombre
que pretend´ıa haber conocido el ca´lculo mucho antes que Leibniz lo hubiera publicado en 1684?
Luego, para no dejar duda sobre la naturaleza explicita de su desaf´ıo, Johann puso una copia
en un sobre y lo envio´ a Inglaterra.
Por supuesto, en 1697 Newton estaba profundamente implicado en problemas de la Casa de la
Moneda y, como e´l mismo admit´ıa, ya no ten´ıa la agilidad mental que caracterizo´ su apogeo
matema´tico. Newton viv´ıa por entonces en Londres con su sobrina, Catherine Conduitt, quien
recoge la historia:
“Cuando Bernoulli envio´ el problema en 1697, sir Isaac Newton estaba apremiado ocupado
en una acun˜acio´n masiva y no volvio´ a casa hasta las cuatro desde la torre con un tremando
cansancio, pero no se durmio´ hasta que no lo hubo resuelto, hacia las cuatro de la man˜ana. ”
En sus u´ltimos an˜os de vida y cansado tras un febril d´ıa de trabajo, ¡Isaac Newton triunfo´ donde
la mayor´ıa de Europa hab´ıa fracasado! Era una magnifica demostracio´n de la potencia del gran
genio brita´nico. Se hab´ıa dado cuenta con claridad de que su fama y honor estaban en peli-
gro; despue´s de todo, tanto Bernoulli como Leibniz estaban a la espera agazapados para pub-
licar sus propias soluciones. Por ello, Newton aprovecho´ la ocasio´n y resolvio´ el problema en
cuestio´n de horas. Un tanto irritado, se cuenta que en un cierto momento comento´: “No me
gusta ser...fastidiado por extranjeros en materias matema´ticas.”
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Volviendo a Europa, al acercarse la pascua, llegaron a manos de Johann Bernoulli unas cuantas
soluciones. La curva que todo el mundo buscaba, -una curva “bien conocida de los geo´metras”-
no era otra sino una cicloide boca arriba. Como hemos notado, esta importante curva hab´ıa
sido estudiada por Pascal y Huygens, pero ninguno de los dos se hab´ıa dado cuenta de que
pod´ıa tambie´n servir como la curva del descenso ma´s ra´pido. Johann transcrib´ıa con su t´ıpica
hipe´rbole, “...quedara´s petrificado de asombro cuando te diga que precisamente este cicloide...de
Huygens es la braquistocrona que busca´bamos.”
Por pascua expiraba el plazo del desaf´ıo. En total, Johann hab´ıa recibido cinco soluciones.
La suya propia y la de Leibniz. Su hermano Jacob aparecio´ (quiza´ para pesadumbre de Johann)
con una tercera, y el Marque´s de L’Hopital an˜adio´ una cuarta. Finalmente, hab´ıa un env´ıo con
un sello ingle´s. Al abrirlo, Johann encontro´ la solucio´n correcta, aunque ano´nima. Claramente se
hab´ıa encontrado con un gigante de su talla en la persona de Isaac Newton. Aunque sin firma,
la solucio´n llevaba las inconfundibles sen˜ales de un genio.
Segu´n la leyenda- probablemente de dudosa autenticidad y, sin embargo, de gran encanto- Jo-
hann, en parte escarmentado, en parte asustado, aparto´ el documento sin firma y observo´ abier-
tamente: “reconozco al leo´n por sus garras”.”([10], p.256)
2.3. Ecuaciones parame´tricas de la Cicloide
Figura 2.3: Ecuaciones parame´tricas de la cicloide
La curva cicloide se define como el lugar geome´trico de un punto fijo de una circunferencia
que gira sin deslizar a lo largo de una recta (ver figura 2.3). Siendo θ el desplazamiento a´ngular
de una circunferencia de radio r, se obtienen las ecuaciones parame´tricas observando que
OT = rθ
PQ = r sin θ
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QC = r cos θ
Luego
x = rθ − r sin θ
y = r − r cos θ
con 0 ≤ θ < 2pi
Sugerencias dida´cticas
Construccio´n de la cicloide
Recortemos un c´ırculo en carto´n de cualquier radio. En el borde del c´ırculo debemos hacer un
pequen˜o agujero de modo que la punta de un la´piz pase por e´l. Coloquemos sobre una hoja de
papel una regla sobre la cual vamos a hacer rodar el c´ırculo, procurando que no se deslice (sobre
el borde de la regla donde va a rodar el c´ırculo adaptemos una cinta pegante de tal manera que
la parte de pega haga contacto con el c´ırculo y nos facilite el radamiento). Debemos obtener
algo parecido a lo que muestra la figura 2.4
Figura 2.4: La construccio´n de la cicloide
2.4. Cuadratura de la cicloide
2.4.1. Principio de Cavalieri
Para ilustrar el me´todo de Cavalieri tomemos un paralelogramo ABCD. ver figura 2.5. Para
demostrar que el a´rea del paralelogramo es el doble que cualquiera de los tria´ngulosABC oBCD,
tracemos la diagonal CB y sobre AC y BD tomemos G y E de tal manera que GC = BE.
Ahora tracemos paralelas a DC por G y E obteniendo los segmentos GH y FE. Los tria´ngulos
CGH y BEF son congruentes, luego, se tiene que GH = FE.
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Figura 2.5: Paralelogramo para ilustrar el principio de cavalieri
Por tanto, los tria´ngulos ABC y BCD esta´n constituidos por igual nu´meros de lineas iguales,
tales como GH y FE, y concluimos que tienen a´reas iguales.
Este principio se ensen˜a actualmente. En los libros de ca´lculo se conoce como teorema de Cav-
alieri. El principio establece que si dos so´lidos tienen igual altura y sus secciones por planos
paralelos a las bases y a la misma distancia de ellas siempre esta´n en una razo´n dada, Los
volumenes de los dos so´lidos tambie´n esta´n en esa razo´n. Una forma de ilustrar este´ teorema es
tomar dos bloques de monedas de igual denominacio´n, cada bloque constituido por igual nu´mero
de monedas organizadas una sobre otra formando so´lidos diferentes. ver figura 2.6
La altura de los dos so´lidos es igual y cada moneda hace las veces de seccio´n de planos paralelos
Figura 2.6: teorema de Cavalieri
a la base y a igual distancia de e´sta. Estas “a´reas” (las monedas) esta´n a igual razo´n, luego los
so´lidos son de igual volumen.
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2.4.2. El me´todo de Roberval para obtener el a´rea encerrada por
una cicloide
Figura 2.7: Me´todo de Roberval para el a´rea de una cicloide
Sea OPB la mitad de un arco de cicloide generada por el c´ırculo de radio r centrado en T .
El a´rea del recta´ngulo OABC es pir2r = 2pir2, es decir, que es el doble del c´ırculo generador.
ver figura 2.7
Tracemos segmentos horizontales DF , con longitud determinada por el dia´metro OC y la cir-
cunferencia. Ahora trasladamos horizontalmente el segmento DF conservando la altura OF de
tal manera que el punto D vaya al punto de la cicloide P y F determine un punto Q. De esta
manera DF = PQ. Realizamos este mismo proceso con todas las semicuerdas del c´ırculo y
as´ı obtenemos la curva OQB que se llama curva asociada a la cicloide. (De paso Morris Klein
afirma que la curva OQB es y = r sin(x
r
), donde r es el radio de la circunferencia generatriz,
con origen en el punto medio de OQB y el eje Ox paralelo a OA.)
Roberval afirma que la curva OQB divide al recta´ngulo OABC en dos partes iguales porque
a cada linea FQ en OQBC le corresponde una linea igual MN en OABQ. En efecto: Sea
OF = BN , tracemos paralelas a OA por F y N . Veamos que FQ = NM .
Como PQ = WN por construccio´n, dado que OF = BN , tambie´n tenemos que QO = MO′
y los tria´ngulos POQ y WO′M son congruentes. Como la circunferencia rueda sin deslizar, el
arco JP tiene igual longitud que el segmento JO.
Luego
FQ′ = rθ
.
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Figura 2.8: Prueba de Roberval para el a´rea de una cicloide
Por otra parte,
MN = OA−OK
= rpi − r(pi − θ)
= rθ.
Por tanto
FQ = NM.
Despue´s de lo anterior podemos aplicar el principio de Cavalieri. Ya hemos dicho que el a´rea del
recta´ngulo es el doble del c´ırculo generador, entonces OABQ tiene la misma a´rea que el c´ırculo
generador, Adema´s el a´rea entre OPB y OQB es igual al a´rea del semicirculo ODC, porque de
la misma definicio´n de Q se tiene que DF = PQ. As´ı:
A´rea bajo el semiarco de cicloide = A´rea de OABQ+A´rea entre OPB y OQB
= pir2 +
pi
2
r2 =
3
2
pir2
En consecuencia,
el a´rea encerrada debajo de un arco de cicloide es 3 veces
el a´rea del c´ırculo generador.
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Figura 2.9: Gra´fica del a´rea de un semiarco de cicloide
2.4.3. Ca´lculo del a´rea de un arco de cicloide por los me´todos desar-
rollados por el ca´lculo de hoy
Sabemos que
x = rθ − r sin θ y y = r − r cos θ, con 0 ≤ θ < 2pi.
Luego
dx = (r − r cos θ)dθ
Figura 2.10: Ca´lculo del a´rea de un arco de cicloide
A´rea =
∫ 2rpi
0
ydx
=
∫ 2pi
0
(r − r cos θ)(r − r cos θ)dθ,
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con 0 ≤ θ < 2pi
=
∫ 2pi
0
r2(1− cosθ)2dθ
= r2
[∫ 2pi
0
dθ − 2
∫ 2pi
0
cos θdθ +
∫ 2pi
0
cos2 θdθ
]
= r2
[∫ 2pi
0
dθ − 2
∫ 2pi
0
cos θdθ +
∫ 2pi
0
1 + cos 2θ
2
dθ
]
= r2[2pi + pi]
A´rea = 3pir2
Concluimos de igual manera por este me´todo que el a´rea bajo un arco de cicloide es tres veces
el a´rea del c´ırculo que la genera.
Sugerencias dida´cticas
1. Construir en carto´n una cicloide con su respectivo c´ırculo generador y recortemos las fig-
uras. Ahora con una balanza de Arqu´ımedes experimentemos y estimemos el valor del a´rea
bajo un arco de cicloide en comparacio´n con el a´rea del c´ırculo generador.
2. Con la cicloide y el c´ırculo que se obtuvieron en el item anterior. tracemos la curva y el
c´ırculo sobre papel milimetrado y obtengamos un estimativo para el a´rea de la cicloide.
3. Recortar las regiones 1, 2 y 3 como se muestra en la figura 2.11 y con la ayuda de una
balanza de Arqu´ımedes hacer estimativos con respecto a las a´reas.
4. Con la regiones del item anterior trace´moslas en papel milimetrado para realizar estima-
ciones sobre sus a´reas.
2.5. Tangente a la cicloide por el me´todo de Fermat
2.5.1. Propiedad caracteristica de la cicloide
Si r es radio de la circunferencia generatriz de la cicloide OCM , con ve´rtice en C, tenemos
que
x = rθ − r sin θ y y = r − r cos θ.
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Figura 2.11: Gra´fica de comparacio´n de regiones de un arco de cicloide
Dado un punto R sobre la cicloide, si trazamos una paralela OW que parse por R y corte en M
la circunferencia generatriz CMF , que ilustramos en la figura 2.12, entonces se cumple que
arcCM = RM,
esta igualdad se conoce como la propiedad caracter´ıstica de la cicloide.
Figura 2.12: Propiedad caracter´ıstica de la cicloide
En efecto,
arcCM = rδ
pero δ = pi − θ, de donde
arcCM = (pi − θ)r.
Ahora
RD = OF − x,
luego
RD = rpi − (rθ − r sin θ).
As´ı
RD = r(pi − θ) + r sin θ.
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De otro lado tenemos que:
MD = r sin δ,
es decir
MD = r sin θ.
Luego
RD = RM +MD
RM = RD −MD
RM = r(pi − θ) + r sin θ − r sin θ
RM = r(pi − θ)
RM = arcCM.
Concluimos que
arcCM = RM.
2.5.2. Me´todo de Fermat para hallar la tangente a la cicloide
Para hallar la tangente a la cicloide, Fermat recurre a los dos siguientes principios:
Primero: Se pueden sustituir las ordenadas de las curvas por las ordenadas de las tangentes ya
halladas.
Segundo: Se puede sustituir las longitudes de arco de las curvas por las partes correspondientes
de la tangente ya hallada.[5] pag 178.
Consideremos la cicloide HCG de ve´rtice C, cuya circunferencia generatriz es CMF , ver figura
2.13. Sea RB la tangente a la cicloide en el punto R.
Sea CD = x, RD = f(x), MD = g(x) y DB = a. Segu´n la propiedad caracteristica de la
cicloide, tenemos que:
f(x) = RM +MD = arcCM + g(x) (2.1)
hagamos DE = e y tracemos NE paralela a RD, que corta a RB en N y a la circunferencia en
O. Como los tria´ngulos RDB y NEB son semejantes, entonces
RD
NE
=
DB
EB
,
es decir,
f(x)
NE
=
a
a− e.
En consecuencia,
NE = f(x)
a− e
a
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Figura 2.13: Me´todo de Fermat para hallar la tangente a la cicloide
De acuerdo con el primer principio, reemplazamos la ordenada f(x − e) de la curva por la
correspondiente ordenada de la tangente, es decir, hacemos
f(x)(
a− e
a
) ∼ f(x− e), (2.2)
donde el simbolo ∼ nos esta´ reemplazando la frase “aproximadament igual a ”.
Por la propiedad caracteristica de la cicloide tenemos ahora que:
f(x− e) = arcCO + g(x− e),
pero
arcCO = arcCM − arcOM ;
luego
f(x− e) = arcCM − arcOM + g(x− e). (2.3)
Sea MA = d, la tangente a la circunferencia CMF que corta a NE en V , y sea AD = b, la
subtangente a e´sta en el punto M . De la figura 2.13, vemos que el tria´ngulo MDA es semejante
al tria´ngulo V EA, por lo tanto
MD
V E
=
DA
EA
.
Es decir,
g(x)
V E
=
b
b− e.
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son consecuencia,
V E = g(x)
b− e
b
Aplicando de nuevo el primer principio, tenemos:
g(x)
b− e
b
∼ g(x− e). (2.4)
Por el segundo principio, podemos reemplazar ahora las longitudes de arco de las curvas por las
partes correspondientes de las tangentes ya halladas.
Por lo tanto
arcOM ∼MV .
Ahora, de la semejanza de tria´ngulos MDA y V EA tenemos
MV
d
=
e
b
,
y
MV =
de
b
.
luego
arcOM ∼ de
b
(2.5)
Reemplazando (2.5) y (2.4) en (2.3), tenemos:
f(x− e) ∼ arcCM − de
b
+ g(x)
b− e
b
(2.6)
ahora, reemplazando (2.1) y (2.6) en (2.2), tenemos
[arcCM + g(x)](a− e)
a
∼ arcCM − de
b
+ g(x)
b− e
e
a(arcCM)
a
− e(arcCM)
a
+
ag(x)
a
− eg(x)
a
∼ arcCM − de
b
+
b
b
g(x)− eg(x)
b
eliminando todos los te´rminos comunes,
−e
a
(arcCM)− e
a
g(x) ∼ −de
b
− e
b
g(x)
se dividen todos los te´rminos por e, y obtenemos
−arcCM
a
− g(x)
a
∼ −d
b
− g(x)
b
o bien
arcCM
a
+
g(x)
a
=
d
b
+
g(x)
b
.
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Es decir,
arcCM + g(x)
a
=
d+ g(x)
b
.
Por (2.1)
f(x)
a
=
d+ g(x)
b
(2.7)
Por pita´goras tenemos que d2 = [g(x)]2 + b2, de donde
b2 = d2 − [g(x)]2
b2 = (d− g(x))(d+ g(x)).
Luego
b
d− g(x) =
d+ g(x)
b
. (2.8)
Sea S el centro de la circunferecia generatriz y r el radio de la misma. Como los tria´ngulos
AMS, MDA y SMD son semejantes, entonces
d
r
=
b
g(x)
=
g(x)
r − x
Por la propiedad de las proporciones, de la primera y tercera fraccio´n tenemos:
d− g(x)
r − (r − x) =
d
r
.
Luego
d− g(x)
r − (r − x) =
d
r
=
b
g(x)
.
Por lo tanto
g(x)
x
=
b
d− g(x),
y por (2.8)
g(x)
x
=
d+ g(x)
b
. (2.9)
Igualando (2.7) y (2.9), obtenemos
f(x)
a
=
g(x)
x
.
De esta forma, las pendientes de MC y RB son iguales. Por lo cual concluimos que la tangente
en R es paralela a MC. As´ı, podemos hallar tangentes a la cicloide en el punto R trazando una
paralela a MC por dicho punto.
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Figura 2.14: Me´todo cinema´tico para el trazado de tangentes a la cicloide
2.5.3. Me´todo cinema´tico para el trazado de tangentes a la cicloide
Para hallar la tangente a la cicloide, Roberval y Torricelli utilizaron una composicio´n de
movimientos. Consideremos un punto P de la cicloide sometido a dos movimientos simulta´neos,
uno de traslac´ıo´n con el c´ırculo y el otro de rotacio´n, ambos con velocidades iguales.
Segu´n va rodando sobre la recta base AB el c´ırculo generador, el punto P es arrastrado hor-
izontalmente, mientras que, al mismo tiempo, gira alrededor de O, el centro del c´ırculo. Ver
figura 2.14. Podemos trazar por P un segmento horizontal PS para representar el movimiento
de traslacio´n, y otro segmento igual a PR tangente en P al c´ırculo generador para representar el
movimiento de rotacio´n. Al ser iguales los movimientos de rotacio´n y traslacio´n, la bisectriz PT
del a´ngulo RPS nos dara´ la direccio´n del movimiento real del punto P en ese instante, luego
PT es la tangente a la cicloide.
“La idea ba´sica de composicio´n de movimientos no era una idea original de Roberval y Torricelli
de la cual Roberval acusaba a Torricelli de plagio, puesto que Arquimedes la hab´ıa utilizado
para la determinacio´n de la tangente a la espiral. Y tambie´n fue de uso para Galileo y Descartes.
Torricelli pudo haber tomado la idea de cualquiera de estos matema´ticos para la aplicaio´n a la
cicloide por lo cual no tuvo porque´ ser un plagio a Roberval.”[1]
2.5.4. El A´ngulo entre la tangente a la cicloide y el eje x es 12(pi − θ)
Tenemos
dx = (r − r cos θ)dθ.
Entonces
dx
r(1− cosθ) = dθ
y
dy = r sin θdθ.
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Luego
dy = r sin θ
dx
r(1− cos θ) (2.10)
dy =
sin θ
2 sin2 θ
2
dx
dy
dx
=
2 sin θ
2
cos θ
2 sin2 θ
2
dy
dx
= cot
θ
2
La recta tangente en cualquier punto tiene pendiente m1 =
dy
dx
= cot
θ
2
y el eje x tiene pendiente
m2 = 0. El a´ngulo entre las dos rectas es
β = tan−1
m1 −m2
1 +m1m2
β = tan−1
(
cot
θ
2
)
.
Luego
β = tan−1
(
tan
(
pi
2
− θ
2
))
,
de donde
β =
pi
2
− θ
2
,
es decir,
β =
1
2
(pi − θ).
2.5.5. La envolvente de las rectas normales a la cicloide es una ci-
cloide
Ecuacio´n normal a la cicloide
De (2.10) se sigue que la pendiente de la recta tangente en el punto (x, y) es
dy
dx
=
sin θ
1− cos θ ,
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luego la pendiente de la recta normal sera´
mN = − 1dy
dx
= −dx
dy
=
cos θ − 1
sin θ
.
As´ı, la ecuacio´n de la recta normal en el punto (x, y) es
y − (r − r cos θ) = cos θ − 1
sin θ
(x− (rθ − r sin θ)),
de donde
sin θ[y − (r − r cos θ)] = (cos θ − 1)[x− (rθ − r sin θ)]
y
x cos θ − y cos θ − rθ cos θ − x+ rθ = 0 (2.11)
es la ecuacio´n de la recta normal en cada punto de la cicloide.
Envolvente de la rectas normales a la cicloide
Figura 2.15: Envolvente de la cicloide
Ahora vamos a hallar la envolvente de las rectas normales de la cicloide, es decir, la curva
que es tangente a todas las normales.
Derivando (2.11), tenemos que
−x sin θ − y cos θ − r cos θ + rθ sin θ + r = 0. (2.12)
Si depejamos x y y de (2.11) y (2.12) en funcio´n de θ obtendremos las ecuaciones para´metricas
de la envolvente.
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En efecto, multiplicando (2.11) por cos θ y (2.12) por −senθ y sumando los resultados obten-
dremos
x = rθ + r sin θ. (2.13)
Ahora, multilplicando (2.11) por sin θ y (2.12) por cos θ y luego sumando los resultados obten-
dremos:
y = r cos θ − r. (2.14)
Por lo tanto las ecuaciones para´metricas de la envolvente son:
x = rθ + r sin θ
y = −r + r cos θ .
Las ecuaciones obtenidas corresponden a una cicloide con origen en el punto (rpi,−2r). Para
verlo, tomemos las ecuaciones para´metricas de la cicloide y traslade´moslas al punto (rpi,−2r),
es decir,
x′ = x+ rpi = rθ − r sin θ + rpi = r(θ + pi)− r sin θ
y
y′ = y − 2r = r − r cos θ − 2r = −r − r cos θ.
Dado que sin θ(pi + θ) = − sin θ y cos(pi + θ) = − cos θ, tenemos que
x′ = r(θ + pi) + r sin(θ + pi)
y
y′ = −r + r cos(θ + pi).
Haciendo δ = θ + pi, tendremos
x′ = rδ + r sin δ
y′ = −r + rcosδ.
2.6. Arco de la Cicloide
“Hasta, aproximadamente, 1650 nadie cre´ıa que la longitud de una curva pudiera ser igual
exactamente a la longitud de una recta.”[1]. De hecho, en el libro de la Ge`ometrie, Descates
expone que la relacio´n entre lineas curvas y rectas ni se conoce ni se podra´ conocer nunca.
El arquitecto Wren (1632-1723) rectifico´ la cicloide mostrando que el arcoPA = 2PT , ver figura
2.16. Wren dio so´lo el resultado y fue publicado por Wallis en Tractatus Duo.
Sugerencias dida´cticas
Con ayuda de un hilo y teniendo trazada una cicloide con las tangentes en P y en A, com-
paremos el arco PA con el segmento PT . Observar la figura 2.16.
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Figura 2.16: Arco de cicloide debido a Wren
2.6.1. Longitud de un arco de cicloide
Sabemos que
dx
dθ
= r − r cos θ
y
dy
dθ
= r sin θ.
Entonces,
L =
∫ 2pi
0
√(
dx
dθ
)2
+
(
dy
dθ
)2
dθ =
∫ 2pi
0
√
(r − r cos θ)2 + (r sin θ)2dθ
=
∫ 2pi
0
√
r2 − 2r2 cos θ + r2 cos2 θ + r2 sin2 θdθ
=
∫ 2pi
0
√
2r2 − 2r2 cos θdθ =
√
2r
∫ 2pi
0
√
1− cos θdθ.
Luego,
L =
√
2r
∫ 2pi
0
√
2 sin
θ
2
dθ = 2r
∫ 2pi
0
sin
θ
2
dθ = 8r.
As´ı,
L = 8r .
La longitud de la cicloide es 8 veces el radio del c´ırculo generador.
Sugerencias dida´cticas
Con la ayuda de un hilo mida la longitud de un arco de cicloide y haga la comparacio´n con
el radio del c´ırculo generador.
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2.7. Propiedad de la cicloide que Huygens utilizo´ para
construir pe´ndulos iso´cronos
Figura 2.17: Envolvente de la cicloide
Las ecuaciones de la cicloide son
xc = rθ − r sin θ
y
yc = r − r cos θ,
mientras que las ecuaciones de la envolvente de las normales son
xN = rθ + r sin θ
y
yN = −r + r cos θ.
La distancia entre M y N , ver figura 2.17, es
MN =
√−2r sin θ2 + (2r − 2r cos θ)2 =
√
8r2 − 8r2 cos θ.
Luego
MN =
√
8r2(1− cosθ) =
√
8r2
(
2 sin2
θ
2
)
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y as´ı,
MN =
√
16r2 sin2
θ
2
= 4r sin
θ
2
. (2.15)
Observe que el punto M corresponde al para´metro θ y P al para´metro pi. La longitud de
arco MP es
arcoMP =
∫ pi
θ
√(
dxN
dθ
)2
+
(
dyN
dθ
)2
dθ
y como dxN
dθ
= r + r cos θ y dyN
dθ
= −r sin θ, entonces
arcoMP =
∫ pi
θ
√
(r + r cos θ)2 + (−r sin θ)2dθ.
Luego
arcoMP =
∫ pi
θ
√
2r2 + 22 cos θdθ =
∫ pi
θ
√
2r2(1 + cos θ)dθ.
Apoya´ndonos en identidades trigonome´tricas, tenemos
arcoMP =
∫ pi
θ
√
2r2
(
2 cos2
θ
2
)
dθ
y de esta manera
arcoMP =
∫ pi
θ
2r cos
θ
2
dθ = 4r − 4r sin θ
2
. (2.16)
Ahora, de (2.15) y (2.16), se obtiene que
MN + arcoMP = 4r.
Por lo tanto, la longitud del segmento MN sumado con la longitud del arco arcoMP sobre la
cicloide es una constante.
E´ste es el hecho geome´trico que Huygens utilizo´ en la construccio´n de relojes. Sab´ıa que
las oscilaciones de un pe´ndulo simple no son extrictamente isocronas, sino que dependen de la
amplitud de la oscilacio´n. Huygens comprobo´ que la cicloide es una curva tautocrona y consigue
construir un pe´ndulo que oscile siguiendo un arco cicloidal de la siguiente manera: ver figura 2.18
Si suspendemos del punto P , que es el punto cuspidal entre los dos semiarcos de una cicloide
invertida PQ y PK, un pe´ndulo cuya longitud sea exactamente igual a la longitud comu´n de
dichos semiarcos, entonces la lenteja del pe´ndulo oscilara´ describiendo un arco que es un arco
de cicloide QSR exactamente de la misma forma y taman˜o que el de la cicloide PQ y PR. Es
decir, si el pe´ndulo de un reloj oscilase entre gu´ıas cicloidales, entonces ser´ıa verdaderamente
isocrono.[1]
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Figura 2.18: Reloj de Huygens
Sugerencia dida´ctica
Las ideas expuestas anteriormente se pueden seguir con un corte de cicloide en carto´n y un
trozo de hilo.
2.8. La cicloide es una curva tautocrona
Para ver que la cicloide es una curva tautocrona debemos probar que sobre un arco de cicloide
invertida, un objeto abandonado a su propio peso y en ausencia de rozamiento se deslizara´ desde
cualquier punto al punto ma´s bajo exactamente en el mismo tiempo, independiente del punto
de partida del movimiento. En efecto, la cicloide invertida tiene por ecuaciones para´metricas
x = rθ − r sin θ
y
y = r cos θ − r.
Supongamos que se deja caer una bola desde el punto de para´metro β, y llega hasta el punto
de para´metro α. Por el principio de consevacio´n de la energ´ıa meca´nica se tiene que la velocidad
en el punto de para´metro α es vα =
√
2gh siendo h la diferencia de altura entre los puntos y g
denota la gravedad, ver figura 2.19, es decir,
h = yβ − yα = r(cos β − cosα)
y como cos θ = cos2 θ
2
− sin2 θ
2
= 2 cos2 θ
2
− 1 resulta
vα = 2
√
rg.
√
cos2
β
2
− cos2 α
2
.
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Figura 2.19: La cicloide como Tautocrona
Por otra parte, vα =
ds
dt
y en consecuencia dt =
ds
vα
.
Ahora
ds =
√(
dx
dα
)2
+
(
dy
dα
)2
dα =
√
(r − r cosα)2 + (−r sinα)2dα.
Luego
ds =
√
2r2(1− cos θ)dα =
√
2r2
(
2 sin2
α
2
)
dα
y as´ı
ds = 2r sin
α
2
dα.
Entonces
dt =
2r sin
α
2
dα
2
√
rg.
√
cos2
β
2
− cos2 α
2
.
Por lo tanto, el tiempo que tarda el objeto en su caida por la cicloide desde el punto de para´metro
β al punto ma´s bajo de la cicloide que es de parametro pi, sera´
t =
∫ pi
β
2r sin α
2
dα
2
√
rg.
√
cos2 β
2
− cos2 α
2
=
√
r
g
∫ pi
β
sin α
2
√
rg.
√
cos2 β
2
− cos2 α
2
dα.
Sea u = cos
α
2
. Entonces du = −1
2
sin
α
2
dα.
As´ı
t = −
√
r
g
∫ 0
cos β
2
du√
cos2 β
2
− u2
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=√
r
g
∫ cos β
2
0
du√
cos2 β
2
− u2
.
Sea u = (cos
β
2
)x. Luego du = (cos
β
2
)dx. De aqu´ı que:
=
√
r
g
∫ 1
0
cos β
2
dx√
cos2 β
2
[1− u2
cos2 β
2
]
=
√
r
g
∫ 1
0
cos β
2
dx
cos β
2
√
1− x2
=
√
r
g
∫ 1
0
dx√
1− x2 ,
y como Dx(sin
−1 x) =
1√
1− x2 , entonces
=
√
r
g
∫ 1
0
Dx(sin
−1 x).
Por lo tanto
=
√
r
g
.(
pi
2
− 0) = pi
2
√
r
g
.
De esta manera vemos que el tiempo de caida no depende de β que es el para´metro del punto
desde donde se solto´ la objeto. Tambie´n podemos decir que el tiempo de caida so´lo depende de
r que es el radio del c´ırculo generador de la cicloide y de g que es la gravedad.
Por otra parte, con respecto al pe´ndulo podemos decir que si la lenteja del pe´ndulo se moviese
a lo largo de una cicloide entonces, aunque la amplitud de la oscilacio´n fuera mayor o menor, el
per´ıodo del pe´ndulo seguir´ıa siendo el mismo.
2.9. Problema de la Braquistocrona: Solucio´n por Jo-
hann Bernoulli
La solucio´n del problema de la braquistocrona dada por Johann Bernoulli es una mezcla de
f´ısica y geometr´ıa. A continuacio´n se presentan los elementos ba´sicos de la solucio´n de Johann
Bernoulli utilizando geometr´ıa, el principio de Fermat del tiempo mı´nimo, la ley de refraccio´n
de Snell y ca´lculo.
El principio de Fermat asegura que un rayo de luz que va de un punto a otro sigue la
trayectoria para la cual el tiempo de viaje es mı´nimo.
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Figura 2.20: Ley de Refraccio´n de Snell
Se tiene tambie´n que la luz tiene una velocidad distinta segu´n el medio en que viaje. La ley
de refraccio´n de Snell establece que si θ1 y θ2 (ver figura ??) son los a´ngulos de incidencia
y refraccio´n respectivamente de un rayo de luz que pasa de un medio a otro con velocidades
correspondientes de v1 y v2, entonces
sin θ1
v1
=
sin θ2
v2
.
Consideremos un medio o´ptico formado por la´minas l1, l2,l3,...,ln horizontales y delgadas tal
que la velocidad de la luz en cada una de ellas es v1, v2, v3,...,vn. ver figura 2.21. Entonces, un
rayo que parta de A y llegue a B seguira´ una trayectoria como se indica, de modo que
sin θi
vi
= k
y ese camino del rayo de luz ser´ıa el camino de tiempo mı´nimo para ir de A a B con las
velocidades indicadas.
Por el principio de conservacio´n de la energ´ıa se tiene que v =
√
2gy. Ver figura 2.22. Ahora,
dy
dx
= tan β
y como β = pi
2
− θ entonces
sin θ = cos β =
1√
1 + tan2 β
=
1√
1 + y′2
.
Por la ley de Snell tenemos que
sin θ
v
=
1
c
con c una constante.
Reemplazando obtendremos
1√
2gy
√
1 + y′2
=
1
c
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Figura 2.21: Esquema de un medio o´ptico para la ley de Refraccio´n de Snell
2gy(1 + y′2) = c2
y′2 =
c2
2gy
− 1
Haciendo k =
c2
2g
, tenemos
y′2 =
k
y
− 1
dx
dy
=
√
y
k − y
dx =
√
y
k − ydy.
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Figura 2.22: Esquema de la prueba de Johann Bernoulli
Sea y = k sin2
θ
2
=
k
2
(1− cos θ), de donde dy = k
2
sin θdθ. Entonces
x =
∫ √
k sin2 θ
2
k − k sin2 θ
2
(
k
2
sin θ
)
dθ
x =
k
2
∫
sin θ
2
cos θ
2
2 sin
θ
2
cos
θ
2
dθ.
x = k
∫
sin2
θ
2
dθ
x =
k
2
∫
(1− cos θ)dθ
x =
k
2
(θ − sin θ) + C.
Como la curva pasa por (0, 0) entonces C = 0. Luego
y =
k
2
(1− cos θ)
x =
k
2
(θ − sin θ) ,
que son las ecuaciones de la cicloide.
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Cap´ıtulo 3
Los Logaritmos
3.1. Origen de los Logaritmos
El matema´tico alema´n Michael Stifel (1487-1567), en su libro Aritmetica Integra se encuentra
por primera vez el ca´lculo con potencias. En particular la regla anam = an+m.
Stifel a trave´z de la progresio´n geometrica 1, q, q2, q3, ... planteo´ que si multiplicamos dos te´rminos
cualquiera de la progresio´n, el resultado sera´ el mismo que si hubie´ramos sumado los exponentes
correspondientes. De esta manera, Stifel da la primera tabla de logaritmos estableciendo una
comparacio´n de las progresiones aritme´tica y geome´trica que contiene so´lo nu´meros enteros y
las correspondientes potencias de 2, as´ı:
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
1
8
1
4
1
2
1 2 4 8 16 32 64
Esta relacio´n es la idea clave detra´s de los logaritmos; pero Stifel ten´ıa en la mente so´lo valores
enteros de los exponentes, as´ı que hab´ıa que extender esta idea a un rango de valores continuo.
Para los siglos XVI y XVII, la astronomı´a estaba en su transicio´n de un modelo geocentrico a
uno heliocentrico. Kepler fue uno de los protagonistas al formular sus tres leyes de movimiento
planetario, lo cual implico´ ca´lculos nu´mericos en las orbitas planetarias que involucraban can-
tidades de datos cada vez mayores lo que llevo´ a dedicar mucho tiempo a tediosos co´mputos
nume´ricos. Jonh Napier enfrento´ el reto de hacer ma´s facil estos calculos.
No hay registro de como Jonh Napier (1550-1617) llego´ a la formulacio´n de la idea de logar-
itmo, pero seguramente se apoyo en las ideas de Stifel. Tambie´n se piensa que, como Napier
era versado en trigonometr´ıa y conoc´ıa la formula sinA sinB = 1
2
[cos(A − B) − cos(A + B)] y
otras similares para cosA cosB y sinA cosB; probablemente esta idea de que el producto de
dos expresiones trigonome´tricas como sinA sinB puede ser calculado encontrando la suma o la
diferencia de otras expresiones trigonometricas, en este caso, cos(A−B) y cos(A+B); tambie´n
pudo ser una pista para su invensio´n.
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El razonamiento de Napier es e´ste: Si podemos escribir cualquier nu´mero positivo como una po-
tencia de cierto nu´mero dado y fijo (la base), entonces la multiplicacio´n y la divisio´n de nu´meros
sera´ equivalente a la suma y a la resta de sus exponentes. Adema´s, elevar un nu´mero a la n-e´sima
potencia ser´ıa equivalente a sumar el exponente n veces y hallar la ra´ız n-e´sima de un nu´mero
ser´ıa equivalente a dividir el exponente por n.
Los exponentes fraccionarios, definidos como a
m
n = n
√
am no eran todav´ıa plenamente com-
prendidos en la e´poca de Napier, [11] por lo cual la idea de extender el me´todo de Stifel a
un rango de valores continuos deb´ıa hacerse eligiendo como base un nu´mero suficientemente
pequen˜o tal que sus potencias crezcan razonablemente despacio, pero si la base es demasiado
pequen˜a, sus potencias crecer´ıan demasiado lento. Tras an˜os de luchar Napier con este problema,
se decidio´ por 0,9999999 o 1 − 10−7. Esta eleccio´n obedece a la preocupacio´n de minimizar el
uso de fracciones decimales. Napier dividio´ la unidad en un enorme nu´mero de subunidades,
considerando a cada una como una unidad nueva. Como su principal objetivo era reducir el
tremendo trabajo involucrado en los ca´lculos trigonome´tricos, siguio´ la pra´ctica utilizada en-
tonces en trigonometr´ıa de dividir el radio de un c´ırculo unitario en 10000000 o 107 partes. Por
tanto si restamos de la unidad su 107-e´sima parte obtendremos el nu´mero 1− 10−7 o 0,9999999.
Esta fue la razo´n comu´n que utilizo´ Napier para construir su tabla, la cual contenia 101 entradas.
107 = 10000000
107
(
1− 107) = 9999999
107
(
1− 107)2 = 9999998
107
(
1− 107)3 = 9999997
107
(
1− 107)4 = 9999996
107
(
1− 107)5 = 9999995
...
107
(
1− 107)99 = 9999901
107
(
1− 107)100 = 9999900
Al principio Napier llamo´ al exponente de cada potencia su “nu´mero artificial” pero despues
se decidio´ por el te´rmino logaritmo, indicando con esta palabra razo´n y nu´mero.
Ahora si N = 107(1 − 10−7)L entonces el exponente L es el logaritmo (Neperiano) de N . Esta
definicio´n de Napier difiere de la actual introducida por Euler: Si N = bL donde b es positivo y
fijo 6= 1 entonces L es el logaritmo en base b de N . As´ı, en el sistema Napier L = 0 corresponde
a N = 107 mientras que en la actualidad L = 0 corresponde a N = 1.
Es importante notar que la regla del producto para logaritmos, es decir, el logaritmo de un
producto es igual a la suma de los logaritmos, no es va´lida para la definicio´n de Napier y lo
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mismo se tiene para la regla del cociente. En efecto, si L1 = naLogN1 y L2 = naLogN2, entonces
N1 = 10
7(1− 10−7)L1 y N2 = 107(1− 10−7)L2 por consiguiente
N1N2
107
= 107(1− 10−7)L1+L2 ,
de manera que la suma de los logaritmos de Napier L1 + L2 no sera´ el logaritmo de N1N2, sino
de
N1N2
107
.
Razonando de igual manera se obtendra´ la conclusio´n para la regla del cociente, potencias y
ra´ıces. Adema´s como 1 − 10−7 es menor que 1, el logaritmo de Napier disminuye con nu´meros
crecientes, mientras que nuestros logaritmos comunes en base 10 aumentan.
Napier estuvo muy cerca del nu´mero e. Como ya hemos visto, su definicio´n equivale a la ecuacio´n
N = 107(1− 10−7)L, reescribamos esta ecuacio´n como sigue.
N
107
= [(1− 10−7)107 ] L107 ,
N∗ = [(1− 10−7)107 ]L∗ ,
donde N∗ = N
107
y L∗ = L
107
, luego
(1− 10−7)107 = 0,3678794228,
que es un nu´mero muy cercano al nu´mero 1
e
, pero hay que aclarar que Napier no penso´ en
te´rminos de base. [11]
Napier publico´ en 1614 Mirifici logarithmorum canonis descriptio o “descripcio´n del canon mar-
avilloso de los logaritmos” y posteriormente se publica Mirifici logarithmorum canonis construtio
o “construccio´n del canon maravilloso de los logaritmos”, por su hijo Robert en 1619.
Henry Briggs (1561-1631) fue una de la personas atraidas por la publicacio´n de las primeras
tablas de logaritmos y decidio´ encontrarse con el inventor en persona. En el libro Sigma, el
mundo de las matema´ticas de James Newman nos describe el primer encuentro entre Napier y
Briggs: La publicacio´n original hab´ıa agradado tanto a Briggs que “no pod´ıa tener tranquilidad
en s´ı, hasta que no hubiera visto a la noble persona cuya sola invencio´n e´stos eran... Mr Briggs
sen˜alo´ un cierto d´ıa para el encuentro en Edimburgo; pero al llegar la fecha, lord Napier dudaba
de que viniera. ((Ah, John)), dijo Napier, Mr Briggs no vendra´ ahora. En ese preciso instante
alguien golpeo´ a la puerta; John Marr (matema´tico que hab´ıa viajado para presenciar el en-
cuentro) se apresuro a bajar, abrio´ y comprobo´ para su gran satisfacio´n que era Mr Briggs. E´l
conduce a Mr Briggs a la habitacio´n de Mr lord, donde estuvieron casi un cuarto de hora, cada
uno contemplando al otro con admiracio´n, antes de que se dijera ni una palabra; finalmente, Mr
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Briggs comenzo´:((Mr lord, he emprendido este largo viaje para ver a vuestra persona, y para saber
mediante que meca´nismo de inventiva o ingenio pensasteis por primera vez en esta ayuda tan
excelente para la astronomı´a, a saber, los logaritmos. Pero, Mi lord, me extran˜a que, habie´ndolos
descubierto vos, nadie los haya descubierto antes, cuando ahora que los conocemos parece tan
fa´cil.))” [12] pa´g 51
Briggs propuso dos modificaciones a Napier. Tener el logaritmo de 1 en vez de 107, igual a cero, y
tener el logaritmo de 10 igual a una potencia apropiada de 10, as´ı que decidieron que log 10 = 1
y 100 = 1, por lo tanto, si un nu´mero N se escribe como N = 10L, entonces L es el logaritmo de
Briggs o “comu´n” de N , lo que se escribe como log10N = logN . Con Briggs nacio´ el concepto
de base.[11]
Briggs publico´ sus resultados en 1624 bajo el t´ıtulo Arithmetica logarithmica. Sus tablas conte-
nian los logaritmos en base 10 desde el 1 hasta el 20 mil y desde 90 mil hasta cien mil con una
precisio´n de 14 cifras decimales. “El hueco entre 20 mil y 90 mil fue llenado luego por Adriaan
Vlacq (1600-1667), un editor holande´s, y sus agregados fueron incluidos en la segunda edicio´n
de la Erithmetica logarithmica (1628). Con pequen˜as revisiones, este trabajo permanecio´ como
la base de todos los logaritmos hasta el siglo XX. No fue sino hasta 1924 que se trabajo´ en un
nuevo conjunto de tablas, con una precisio´n de 20 cifras decimales, lo cual se inicio´ en inglaterra
como parte de las celebraciones por los trecientos an˜os desde la invensio´n de los logaritmos. El
trabajo fue completado en 1949.”([11], p. 29)
Jobst Bu¨rgi (1552-1632), un relojero suizo, construyo´ una tabla de logaritmos con el mismo es-
quema general que Napier. Bu¨rgi utilizo´ la razo´n comu´n 1+10−4, un nu´mero ligeramente mayor
a 1. As´ı, los logaritmos de Bu¨rgi aumentan con nu´meros crecientes. Para Bu¨rgi si un entero
positivo N se escribe como N = 108(1 + 10−4)L, entonces 10L (en vez de L) es el logaritmo o
nu´mero rojo (en su forma de llamarlos) de N (nu´mero negro).
Bu¨rgi tambie´n estuvo muy cerca del nu´mero e aunque e´l no lo supiera. Como N = 108(1+10−4)L
entonces
N
104
= 104[(1 + 10−4)10
4
]
L
104 ,
N∗ = 104[(1 + 10−4)10
4
]L
∗
.
Luego (1 + 10−4)10
4
= 2,718145927 que es un nu´mero muy cercano a e.
El uso de los logaritmos se difundio´ rapidamente, se construyeron instrumentos meca´nicos para
efectuar ca´lculos. La idea de utilizar una regla donde los nu´meros estuvieran espaciados en pro-
porcio´n a sus logaritmos. La regla de ca´lculo en sus multiples variantes, ser´ıa la fiel compan˜era
de todo cient´ıfico e ingeniero por los siguientes 350 an˜os. A principios de la de´cada de 1970
aparecieron las primeras calculadoras electronicas de mano por lo cual la regla de ca´lculo en los
an˜os siguientes se volvio´ obsoleta.
3.2. Historias para contar al rededor de los logaritmos
Los siguentes relatos fueron tomados de [11] y [13]
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3.2.1. Napier y las palomas
Napier parece haber sido el t´ıpico querellante, que a menudo se ve envuelto en disputas con
sus vecinos y arrendatarios. De acuerdo con uno de los relatos, Napier se irrito´ por las palo-
mas de un vecino que descendian en su propiedad y comı´an sus granos. Advertido por Napier
de que si no deten´ıa a las palomas e´ste las cazar´ıa, el vecino ignoro´ despectivamente la adver-
tencia diciendo que Napier era libre de capturar las palomas si lo deseaba. Al d´ıa siguiente el
vecino encontro´ sus palomas medio muertas en el ce´sped de Napier. Napier simplemente hab´ıa
humedecido sus granos con una fuerte bebida alcoho´lica para que los pajaros quedaran borrachos
y apenas pudieran moverse.[11]
3.2.2. Napier y el gallo negro
De acuerdo con otra ane´cdota Napier cre´ıa que uno de sus sirvientes estaba robando sus perte-
nencias. Anuncio´ que su gallo negro identificar´ıa al transgresor. Los sirvientes fueron puestos en
fila en una habitacio´n a oscuras, donde cada uno se le pidio´ que pasara su mano por el lomo del
gallo. Sin que los sirvientes lo supieran, Napier hab´ıa pintado al ave con una capa de holl´ın. Al
salir del cuarto cada sirviente, le ped´ıa que mostrara sus manos; el culpable temiendo tocar el
gallo, resulto´ que ten´ıa las manos limpias, delatando as´ı su culpabilidad. [11]
3.2.3. Un trato ventajoso
No se sabe cua´ndo ni do´nde ha sucedido esta historia. Es posible que ni siquiera haya suce-
dido; esto es seguramente lo ma´s probable. Pero sea un hecho o una invencio´n. la historia que
vamos a relatar es bastante interesante y vale la pena escucharla.
Un millonario regresaba muy contento de un viaje, durante el cual hab´ıa tenido un encuentro
feliz que le promet´ıa grandes ganancias.
“A veces ocurren estas felices casualidades -contaba a los suyos-. No en balde se dice que el
dinero llama al dinero. He aqu´ı que mi dinero atrae ma´s dinero. ¡Y de que´ modo tan inesperado!
Tropece´ en el camino con un desconocido, de aspecto muy corriente. No hubiera entablado con-
versacio´n si e´l mismo no me hubiera abordado en cuanto supo que yo era un hombre adinerado.
Y al final de nuestra conversacio´n, me propuso un negocio tan ventajoso, que me dejo´ ato´nito.
-hagamos -me dijo- el siguiente trato. Cada d´ıa, durante todo un mes le entregare´ diez millones
de pesos. Claro que no voy a hacerlo gratis, pero el pago es una nimiedad.
El primer d´ıa yo deb´ıa pagarle, sugu´n el trato -risa da decirlo-, so´lo un peso.
No di cre´dito a lo que o´ıa: -¿un peso?-le pregunte´ de nuevo. -un peso -contesto´-. Por los segundos
diez millones, pagara´ usted dos pesos.
-Bien-dije impaciente-, ¿Y despue´s? -Depue´s, por los terceros diez millones, 4 pesos; por los
cuartos, 8; por los quintos, 16. As´ı durante todo el mes; cada d´ıa pagara´ usted el doble que el
anterior.
-¿Y que ma´s?-le pregunte´. Eso es todo -dijo-, no le pedire´ nada ma´s. Pero debe usted mantener
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el trato en todos sus puntos; todas las man˜anas le llevare´ diez millones de pesos y usted me
pagara´ lo estipulado. No intente romper el trato antes de finalizar el mes.
¡Entregar cientos de millones de pesos por pesos! ¡A no ser que el dinero sea falso -pense´- este
hombre esta´ loco! De todos modos, es un negocio lucrativo y no hay que dejarlo escapar.
-Esta´ bien-le conteste´-.Traiga el dinero. por mi parte, pagare´ puntualmente. Y usted, no me
venga con engan˜os; traiga dinero bueno.
-puede estar tranquilo-me dijo-; espe´reme man˜ana por la man˜ana. So´lo una cosa me preocupaba;
que no viniera. ¡Que pudiera darse cuenta de lo ruinoso que era el negocio que hab´ıa emprendido!
Bueno, ¡esperar un d´ıa, al fin y al cabo no era mucho!
Transcurrio´ aquel d´ıa. Por la man˜ana temprano del d´ıa siguiente, el desconocido que el rico
hab´ıa encontrado en el viaje, llamo´ a la ventana.
-¿Ha preparado usted el dinero?-dijo-; yo he tra´ıdo el mio. Y efectivamente una vez en la
habitacio´n, el extran˜o personaje empezo´ a sacar el dinero; dinero bueno, nada ten´ıa de falso.
conto´ diez millones de pesos y dijo:-aqu´ı esta´ lo mı´o, como hab´ıamos convenido. Ahora le toca
a usted pagar...
El rico puso sobre la mesa un peso y espero´ receloso a ver si el hue´sped tomar´ıa la moneda o
se arrepentir´ıa, exigiendo que le devolviera el dinero. El visitante miro´ el peso, lo sopeso´ y se lo
metio´ en el bolsillo.
-Espe´reme man˜ana a la misma hora. No se olvide de proveerse de dos pesos-dijo, y se fue.
El rico no daba cre´dito a su suerte: ¡Diez millones de pesos que le hab´ıan caido del cielo! Conto´ de
nuevo el dinero y convenciose de que no era falso. Lo escondio´ y pu´sose a esperar la paga del
d´ıa siguiente.
Por la noche le entraron dudas; ¿no se tratar´ıa de un ladro´n que se fing´ıa tonto para observar
do´nde escond´ıa el dinero y luego asaltar la casa acompan˜ado de una cuadrilla de bandidos?
El rico cerro´ bien las puertas, estuvo mirando y escuchando atentamente por la ventana desde
que anochecio´, y tardo´ mucho en quedarse dormido. Por la man˜ana sonaron de nuevo golpes en
la puerta; era el desconocido que tra´ıa el dinero. Conto´ diez millones de pesos, recibio´ sus dos
pesos, se metio´ la moneda en el bolsillo y marchose´ diciendo: -para man˜ana prepare 4 pesos; no
se le olvide. El rico se puso de nuevo contento; Los segundos diez millones de pesos, le hab´ıan
salido tambie´n gratis. Y el hue´sped no parec´ıa ser un ladro´n: no miraba furtivamente, no ob-
servaba, no hac´ıa ma´s que pedir sus pesos. ¡Un extravagante! ¡Ojala´ hubiera muchos as´ı en el
mundo para que las personas inteligentes vivieran bien...!
El desconocido presentose tambie´n el tercer d´ıa y los terceros diez millones de pesos pasaron a
poder del rico a cambio de 4 pesos.
Un d´ıa ma´s, y de la misma manera llegaron los cuartos diez millones de pesos por 8 pesos.
Aparecieron los quintos diez millones de pesos por 16 pesos, luego los sextos diez millones, por
32 pesos.
A los siete dias de haber empezado el negocio, nuestro rico hab´ıa cobrado ya 70 millones de
pesos y ha pagado la nimiedad de 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 = 127 pesos. Agrado´ esto al
codicioso millonario, que sintio´ haber hecho el trato so´lo un mes. No podr´ıa recibir ma´s de tre-
cientos millones de pesos. ¡Si pudiera convencer al extravagante aquel de que prolongara el plazo
aunque so´lo fuera por quince d´ıas ma´s! Pero temı´a que el otro diera cuenta de que regalaba el
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dinero.
El desconocido se presentaba puntualmente todas las man˜anas con sus diez millones de pesos.
El octavo d´ıa recibio´ 128 pesos; el noveno d´ıa 256 pesos; el de´cimo d´ıa 512 pesos; el 11o d´ıa 1024
pesos; el 12o d´ıa, 2048 pesos; el 13o d´ıa. 4096 pesos; el 14o d´ıa, 8192 pesos.
El rico pagaba a gusto estas cantidades; hab´ıa cobrado ya 140000000 pesos y pagado al descono-
cido so´lo unos 16383 pesos. [13]
3.3. Definicio´n Geome´trica de Logaritmo
Los principios de su obra los explica Napier en te´rminos geome´tricos: Sea un segmento AB
y una semirecta CE, ver figura 3.1. Sea un punto P que parte de A y se mueve a lo largo de AB
Figura 3.1: Principio geome´trico de los logaritmos
con velocidad variable que decrece en proporcio´n a su distancia a B; Supongamos que un punto
Q parte de C al mismo tiempo que A y se mueve a lo largo de la semirecta CE con velocidad
uniforme igual a la velocidad inicial del punto P ; entonces Napier llama a la distancia variable
CQ el logaritmo de la distancia PB. Para ilustrar la situacio´n anterior, mediante un ejemplo
en base 2, supongamos que AB es de longitud unitaria y marquemos segmentos de la misma
longitud a lo largo de CE, ver figura 3.2.
Figura 3.2: Geometr´ıa de los logaritmos
Como Q se mueve a velocidad uniforme, cubrira´ estos segmentos en intervalos de tiempos
iguales. Cuando P comience a moverse desde A, Q estara´ en el 0 (punto C); cuando P este´ en
la mitad de AB, Q estara´ en 1; cuando P este´ a los 3
4
de A, Q estara´ en 2; y as´ı sucesivamente
podemos obtener la siguiente tabla:
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x 1 1
2
1
4
1
8
1
16
1
32
1
64
y 0 1 2 3 4 5 6.
E´sta es la tabla de logaritmos dada por Stifel.
Ahora veamos que la definicio´n geome´trica de Napier esta´ de acuerdo con la anterior vista: Sea
AB = 107, PB = x y CQ = y y valiendonos del ca´lculo con que contamos actualmente, tenemos
que:
dx
dt
= −x y dy
dt
= 107
x0 = 10
7, y0 = 0 entonces
dx
x
= −dt y dt = dy
107
luego
dx
x
= − dy
107
∴ dy
dx
= −10
7
x
por tanto
y = −107 lnx+ C
Calculando C tenemos que 0 = −107 ln 107 + C, es decir C = 107 ln 107, as´ı
y = −107 lnx+ 107 ln 107
y = −107 ln x
107
ahora
y
107
= − loge x107
como loge
107
x
=
log 1
e
107
x
log 1
e
e
= − log 1
e
107
x
entonces
y
107
= log 1
e
x
107
.
En conclusio´n, si las distancias PB y CQ estuvieran divididas por 107, entonces la definicio´n de
Napier nos conducir´ıa precisamente a un sistema de logaritmos de base 1
e
.
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3.4. Primeros acercamientos a e
Un concepto central en cualquier consideracio´n monetaria es el intere´s. Supongase que se
invierte un capital de C0 pesos en una cuenta que paga una tasa de r por ciento de intere´s
compuesto anualmente. Al final del primer an˜o el capital sera´ C0(1 + r); al final del segundo an˜o
el capital sera´ de C0(1 + r)
2, y as´ı para t an˜os el capital sera´ C0(1 + r)
t, luego llamando C a
esta cantidad tenemos:
C = C0(1 + r)
t.
Ahora, supongamos que la composicio´n no se hace anual sino que se efectu´a n veces al an˜o. luego
la tasa de intere´s anual estara´ dividida por n, es decir r
n
. As´ı, como en t an˜os hay nt periodos
de conversio´n, un capital C0 tras t an˜os rendira´ un total de
C = C0(1 +
r
n
)nt.
Consideremos un caso especial: Cuando r = 1 y asumamos que C0 = 1 y t = 1 an˜o, entonces
C = (1 +
1
n
)n.
En la siguiente tabla podemos ver el comportamiento de esta ecuacio´n para valores de n cada
vez ma´s grandes.
n C = (1 + 1
n
)n
1 2
2 2,25
3 2,37037
4 2,44141
5 2,488332
10 2,59374
100 2,70481
1000 2,71692
10000 2,71815
100000 2,71827
1000000 2,71828
10000000 2,71828
...
...
Segu´n la tabla parece ser que la expresio´n (1 + 1
n
)n, para valores muy grandes de n, se aproxima
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al nu´mero e. Veamos un razonamiento intuitivo de que la afirmacio´n es correcta:
Sabemos que
(a+ b)n =
n∑
k=0
n!
k!(n− k)!a
n−kbk,
donde n! = 1 · 2 · 3 . . . n(
1 +
1
n
)n
=
n∑
k=0
n!
k!(n− k)!1
n−k
(
1
n
)k
=
n∑
k=0
n!
k!(n− k)!
(
1
n
)k
= 1+
n!
(n− 1)!
1
n
+
n!
2!(n− 2)!
(
1
n
)2
+
n!
3!(n− 3)!
(
1
n
)3
+· · ·+ n!
(n− 1)!1!
(
1
n
)n−1
+
n!
n!(n− n)!
(
1
n
)n
= 1 + 1 +
n(n− 1)
2!
(
1
n
)2
+
n(n− 1)(n− 2)
3!
(
1
n
)3
+ · · ·+
(
1
n
)n
.
(
1 +
1
n
)n
= 1 + 1 +
(1− 1
n
)
2!
+
(1− 1
n
)(1− 2
n
)
3!
+
(1− 1
n
)(1− 2
n
)(1− 3
n
)
4!
+ · · ·+ 1
nn
,
como estamos buscando el l´ımite de (1 + 1
n
)n cuando n→∞, entonces,
l´ım
n→∞
(
1 +
1
n
)n
= 1 + 1 +
1
2!
+
1
3!
+ · · ·
Esta deduccio´n en te´rminos rigurosos no es suficiente, pero para efectos intuitivos asumamos
como cierta y denotemos el l´ımite con la letra e, es decir,
e = 2 +
1
2!
+
1
3!
+
1
4!
+ · · ·
Haciendo una tabla para esta serie infinita de las sumas parciales vemos como cada vez se aprox-
ima al valor de e que conocemos actualmente, ver tabla. 3.1
Segu´n El´ı Maor:“No sabemos quien fue primero que noto´ este peculiar comportamiento de la
expresio´n (1 + 1
n
)n cuando n tiende al infinito, as´ı que la fecha de nacimiento exacta del nu´mero
que luego ser´ıa denotado por e permanece en la oscuridad. Parece cre´ıble, que su origen se re-
monte al principio del siglo XVII, alrededor de la e´poca en que Napier invento´ sus logaritmos (la
descriptio de Napier (1618) conten´ıa una referencia indirecta de e). Este periodo estuvo marcado
por un enorme crecimiento en el comercio internacional, por lo que proliferaron transacciones
finacieras de toda clase; como resultado, se le dedico´ mucha atencio´n a la ley de intere´s com-
puesto, y es posible que el nu´mero e recibiera su primer reconocimiento en ese contexto.”([11],
p.42)
Por otra parte Carl Boyer escribe que: “Desde 1727 hasta 1783 la pluma de Euler no hab´ıa
cesado de extender las fronteras de pra´cticamente todas las ramas tanto de la matema´tica pura
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n e = 2 + 1
2!
+ 1
3!
+ · · ·
1 2
2 2 + 1
2
= 2,5
3 2 + 1
2
+ 1
6
= 2,666 . . .
4 2 + 1
2
+ 1
6
+ 1
24
= 2,708333 . . .
5 2 + 1
2
+ 1
6
+ 1
24
+ 1
120
= 2,71666 . . .
6 2 + 1
2
+ 1
6
+ 1
24
+ 1
120
+ 1
720
= 2,7180555 . . .
7 2 + 1
2
+ 1
6
+ 1
24
+ 1
120
+ 1
720
+ 1
5040
= 2,718253968 . . .
Cuadro 3.1: Tabla de valores que se aproximan a e
como aplicada, desde los niveles ma´s elementales a los ma´s avanzados. Adema´s, Euler escrib´ıa
casi siempre utilizando el lenguaje y las notaciones que au´n usamos hoy, pues ningun otro
matema´tico contribuyo´ en tal medida como e´l a dar su forma actual a la matema´tica que hoy
llamamos cla´sica, siendo el ma´s feliz inventor de notaciones de toda la historia de la matema´tica.
A su llegada a San Petersburgo en 1727 se vio´ encargado de ciertos experimentos relativos al
disparo de can˜ones, y en la exposicio´n manuscrita de los resultados obtenidos, Euler utilizaba
ya la letra e ma´s de una docena de veces para representar la base del sistema de logaritmo nat-
urales. La idea que representa este nu´mero hab´ıa sido bien conocida pra´cticamente desde que
se inventaron los logaritmos, y, sin embargo, no se hab´ıa introducido ninguna notacio´n estandar
para representarlo. En una carta a Goldbach de 1731, Euler vuelve a utilizar su letra e para ((el
nu´mero cuyo logaritmo hiperbo´lico es igual a 1)); Esta notacio´n aparecio´ impresa por primera
vez en la Mechanica de Euler, publicada en 1736, obra en que se representa por primera vez
la meca´nica newtoniana en forma anal´ıtica. Este simbolo, que quiza´, le vino sugerido a Euler
por la primera letra de la palabra ((exponencial)), no tardo´ en ser admitido universalmente.”([1],
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p.556)
3.5. La cuadratura de la hipe´rbola equilatera (y = 1x)
3.5.1. A´rea bajo la para´bola y = x2 desde x = 0 hasta x = a
Para hacer el calculo de esta a´rea vamos a valernos de la idea de los indivisibles de Cavalieri.
Supongamos que la regio´n que nos interesa su a´rea esta´ hecha de un gran nu´mero de segmentos
Figura 3.3: A´rea bajo la para´bola y = x2
de linea ve´rticales, digamos n, cuyas alturas y var´ıan con x de acuerdo con y = x2 ver figura 3.3.
y adema´s supongamos que estos segmentos esta´n separados por una distancia horizontal fija d.
sus alturas sera´n: d2, (2d)2, (3d)2,. . . ,(nd)2. luego el a´rea buscada se aproxima por la suma
A = [d2 + (2d)2 + (3d)2 + · · ·+ (nd)2]d
A = [12 + 22 + 32 + · · ·+ n2]d3
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de esta manera tenemos que:
A =
n(n+ 1)(2n+ 1)d3
6
=
(n+1)(2n+1)
n2
n3d3
6
=
(1 + 1
n
)(2 + 1
n
)(nd)3
6
Como la longitud del intervalo desde x = 0 hasta x = a es a, entonces nd = a, as´ı que
A =
(1 + 1
n
)(2 + 1
n
)a3
6
.
Por tanto si hacemos crecer sin cota el nu´mero de indivisibles, es decir si hacemos que n→∞,
obtenemos que
A =
2a3
6
,
en conclusio´n
A =
∫ a
0
x2 dx =
a3
3
.
3.5.2. A´rea bajo la gra´fica de y = xn
Fermat llamo´ a las curvas cuya ecuacio´n general es y = xn, n ∈ Z+, para´bolas generalizadas y
aproximo´ el a´rea bajo cada una de estas curvas por una serie de recta´ngulos cuyas bases forman
una progresio´n geome´trica decreciente.
La figura 3.4 muestra parte de la curva y = xn entre los puntos x = 0 y x = a en el eje
x. Supongase que dividimos el intervalo desde x = 0 hasta x = a en un nu´mero infinito de
subintervalos K, L, M , N donde ON = a. Comenzando en N y llenando hacia atra´s, de
modo que los intervalos forman una progresio´n geome´trica decreciente, tenemos que ON = a,
OM = ar, OL = ar2 y as´ı sucesivamente, donde r es menor que 1. Las alturas de la curva en
estos puntos son entonces an, (ar)n, (ar2)n, . . . .
Debemos encontrar el a´rea de cada recta´ngulo y sumar todas las a´reas, entonces:
R1 = (a− ar)an = a(1− r)an = (1− r)an+1
R2 = (ar − ar2)(ar)n = ar(1− r)(ar)n = (1− r)an+1rn+1
R3 = (ar
2 − ar3)(ar2)n = ar2(1− r)(ar2)n = (1− r)an+1(r2)n+1
R3 = (ar
3 − ar4)(ar3)n = ar3(1− r)(ar3)n = (1− r)an+1(r3)n+1
y as´ı sucesivamente, luego el a´rea es:
R = R1 +R2 +R3 +R4 + ...
es decir,
R = (1− r)an+1(1 + rn+1 + (rn+1)2 + (rn+1)3 + (rn+1)4 + · · · ) = (1− r)a
n+1
1− rn+1
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Figura 3.4: A´rea de la para´bola generalizada de fermat y = xn
por lo tanto
R =
(1− r)an+1
1− rn+1 . (3.1)
Pero esta a´rea depende de r.
Fermat razono´ de la siguiente manera: Para encontrar el a´rea bajo la curva, el ancho de cada
recta´ngulo debe hacerse ma´s pequen˜o, es decir que r debe ser muy cercano a 1, pero si r →
1, la ecuacio´n (3.1) se transforma en una indeterminacio´n 0
0
. Fermat esquivo esta situacio´n
rescribiendo el te´rmino 1− rn+1 como sigue:
1− rn+1 = (1− r)(1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn),
por lo tanto
R =
(1− r)an+1
1− rn+1 =
(1− r)an+1
(1− r)(1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn) =
an+1
1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn .
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Ahora podemos hacer que r → 1, para obtener as´ı el a´rea bajo la pa´rabola generalizada
A = l´ım
r→1
R = l´ım
r→1
an+1
1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn =
an+1
n+ 1
;
“lo cual escribimos en forma de integral”
A =
∫ a
0
xn dx =
an+1
n+ 1
. (3.2)
Este descubrimiento fue muy importante pues logro´ la cuadratura para la familia de curvas,
aquellas dadas por la ecuacio´n y = xn para n ∈ Z+. Adema´s el resultado sigue siendo verdadero
cuando n es un entero negativo, asumiendo que ahora tomamos el a´rea desde x = a (donde
a > 0) hasta el infinito. Cuando n es un entero negativo, digamos n = −m (m ∈ Z+) tenemos
la familia de curvas y = x−m = 1
xm
, llamadas hipe´rbolas generalizadas. El resultado de Fermat
es notable, ya que las ecuaciones y = xm y y = x−m, representan tipos de curvas distintos: Las
primeras son continuas en todas partes, mientras que las u´ltimas se hacen infinitas en x = 0,
es decir, tienen en x = 0 una asintota ve´rtical. Pero la fo´rmula de Fermat fallaba para n = −1
pues el denominador n+ 1 de (3.2) se hace cero.
3.5.3. Cuadratura de la curva y = 1x, hipe´rbola equilatera
Fermat ante la dificultad para explicar el caso en que n = −1, dijo que “todas esas infinitas
hipe´rbolas excepto la de Apolonio [la hipe´rbola y = 1
x
], o la primera, pueden ser cuadradas por
el me´todo de las progresiones geome´tricas de acuerdo con un procedimiento uniforme y general”.
([11], p. 75)
Gre´gori de Saint-vincent (1584-1667), dedico´ mucho tiempo a trabajar en varios problemas de
cuadratura. Saint-vincent parece que fue el primero que noto´ que cuando n = −1, los recta´ngulos
utilizados para aproximar el a´rea bajo la hipe´rbola ten´ıan todos a´reas iguales, s´ı las bases estaban
en progresio´n geometrica, ver figura 3.5. El ancho de los rectangulos, comenzando enN , esta´ dado
por a − ar = a(1 − r), ar − ar2 = ar(1 − r),..., mientras que sus alturas en N , M , L,... son 1
a
,
1
ar
, 1
ar2
,...; las a´reas son por lo tanto iguales.
R1 = (a− ar) 1
ar
=
1− r
r
R2 = (ar − ar2) 1
ar2
= ar(1− r) 1
ar
=
1− r
r
...
Esto significa que cuando la distancia desde 0 crece geometricamente, las a´reas correspondi-
entes crecen con el mismo incremento, es decir, aritme´ticamente (y es va´lido cuando se tienen
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Figura 3.5: cuadratura de la hipe´rbola equilatera
recta´ngulos cada vez ma´s pequen˜os, esto es cuando r → 1). Y esto “implica” que la relacio´n en-
tre el a´rea y la distancia es logar´ıtmica. Escribiendo lo anterior de manera ma´s precisa tenemos:
sea A(t) el a´rea bajo la hipe´rbola desde algu´n punto de referencia fijo x > 0 (por conveniencia
se elije x = 1) hasta un punto variable x = t, entonces
A(t) = log t
. La fo´rmula A(t) = log t da el a´rea bajo la hipe´rbola como funcio´n de la variable t, pero no
tenemos una base particular implicada. Entonces debe haber una base particular “natural” que
determine el a´rea nume´ricamente, Estudiando la derivada de la funcio´n ex, veremos que la base
es el nu´mero e.
3.6. La derivada de ex es igual a ex
La derivada de una funcio´n y = f(x) esta´ definida como
dy
dx
= l´ım
h→0
f(x+ h)− f(x)
h
.
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Queremos encontrar la derivada de la funcio´n y = bx, entonces
dy
dx
= l´ım
h→0
bx+h − bx
h
= l´ım
h→0
bx(bh − 1)
h
,
luego
dy
dx
= bx l´ım
h→0
bh − 1
h
. (3.3)
la demostracio´n de que l´ımh→0 b
h−1
h
existe, puede consultarse en un libro de analisis matema´tico,
Aqu´ı aceptaremos que existe y denotaremos el l´ımite por k, luego si y = bx, entonces
dy
dx
= kbx = ky. (3.4)
Es decir, que la derivada de la funcio´n exponencial es proporcional a la misma funcio´n.
Ahora debemos determinar el valor de b para la cual k sera´ igual a 1 y esto claramente hara´ par-
ticularmente simple la ecuacio´n (3.4), que ser´ıa la eleccio´n “natural” de b.
Determinemos el valor de b para el cual l´ımh→0 b
h−1
h
= 1. En efecto, sea b
h−1
h
= 1, para h 6= 0.
entonces
b = n
√
(1 + h) = (1 + h)
1
h ,
haciendo h→ 0 obtenemos que
l´ım
h→0
bh − 1
h
= 1,
y
b = l´ım
h→0
(1 + h)
1
h
.
Este u´ltimo l´ımite es el nu´mero e, por lo tanto, para hacer la expresio´n l´ımh→0 b
h−1
h
= 1, b debe
tomar el valor de e = 2,71828 . . ..
Es denotar que el razonamiento anterior no es una demostracio´n completa, pero es de gran valor
desde el punto de vista de la ensen˜anza por sus razonamiento intuitivo.
En conclusio´n, si el nu´mero e es el elegido como base, la funcio´n exponencial es igual a su propia
derivada, es decir, si y = ex entonces dy
dx
= ex.
3.7. La primitiva
Teniendo que y = ex y dy
dx
= ex entonces dy
dx
= y, as´ı
dx
dy
=
1
ex
=
1
y
esto dice que la derivada de x con respecto a y es igual a 1
y
, pero x = lny, pues y = ex, as´ı, Si
y = ln x, entonces dy
dx
= 1
x
por lo tanto tenemos que ln x es una primitiva de 1
x
.
lnx =
∫
1
x
dx.
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La fo´rmula
∫
1
x
dx = ln x + C resuelve el caso del problema de Fermat para n = −1, luego el
a´rea bajo la hipe´rbola sigue una ley logar´ıtmica, Denotando esta a´rea por A(x), tenemos que
A(x) = ln x+ C.
Si elegimos el punto inicial desde el cual el a´rea es calculada como x = 1, tenemos que
A(1) = 0 = ln(1) + C luego C = 0, podemos decir entonces que el a´rea bajo la hipe´rbola
y = 1
x
desde x = 1, hasta cualquier x > 1 es igual a ln x
Sugerencias dida´cticas
1. Si a1, a2, a3,. . . , es suma sucesio´n geome´trica con razo´n comu´n r > 0 y a1 > 0. demuestre
que la sucesio´n loga1, loga2, loga3,. . . , es suna sucesio´n aritme´tica y determine la diferencia
comu´n.
2. Si a1, a2, a3,. . . , es suma sucesio´n aritme´tica con diferencia comu´n d, demuestre que la
sucesio´n 10a1 , 10a2 , 10a3 ,. . . , es una sucesio´n geome´trica y determine la razo´n comu´n.
3. Los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado 1 se unen para formar un nuevo
cuadrado. Este procedimiento se repite para cada nuevo cuadrado, vea figura 3.6.
a) Determine la suma de las a´reas de todos los cuadrados.
b) Calcule la suma de los per´ımetros de todos los cuadrados
Figura 3.6: Cuadrado de lado 1
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4. Se recorta un c´ırculo de radio R de un papel, como se muestra en la figura 3.7 parte a.
Se recortan otros dos c´ırculos de radio 1
2
R, y se colocan sobre el primer c´ırculo, segu´n la
figura 3.7 parte b. y luego se recortan cuatro c´ıculos de radio 1
4
R y se colocan sobre los
dos c´ıculos anteriores, segun la figura 3.7 parte c. Si suponemos que este proceso se puede
repetir de manera indefinida, calcule el a´rea total de todos los c´ırculos.
Figura 3.7: C´ırculos en progresio´n geome´trica
5. Un cuadrado amarillo de lado 1 se divide en nueve cuadritos, y el cuadro del centro se
colorea de azul. como lo ilustra la figura 3.8. Cada uno de los cuadritos amarillos se divide
a su vez en otros nueve, y cada cuadrito del centro se colorea con azul. Si este proceso
continu´a indefinidamente, ¿Cua´l es el total del a´rea coloreada de azul?
Figura 3.8: Cuadrado de lado 1 para hallar el a´rea azul
6. Si a1, a2, a3,. . . , es suma sucesio´n geome´trica con razo´n comu´n r, demuestre que la sucesio´n
1
a1
, 1
a2
, 1
a3
,. . . , es tambie´n una sucesio´n geome´trica y calcule la razo´n comu´n.
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7. Use recta´ngulos para estimar el a´rea bajo la para´bola y = x2 entre 0 y 1
a) Particione el intervalo entre 0 y 1 en 4 intervalos iguales. estos intervalos van hacer
las bases de los cuatro recta´ngulos con que vamos a aproximar el a´rea deseada.
1) Calculemos la suma de las a´reas determinas por los recta´ngulos inferiores. ver
figura 3.9
Figura 3.9: Aproximacio´n del a´rea bajo la para´bola por recta´ngulos inferiores
2) Calculemos la suma de las a´reas determinadas por los recta´ngulos superiores. ver
figura 3.10
3) Calculemos la suma de las a´reas determinadas por los trapecios trazados sobre
la para´bola como se muestra en la figura 3.11
4) De 1, 2 y 3 dar un estimativo del a´rea bajo la curva.
b) Particione el intervalo [0, 1] en n intervalos iguales y muestre que las a´reas de los
recta´ngulos de los recta´ngulos se aproximan a 1
3
cuando n→∞.
8. A partir de la gra´fica de la rama positiva de la hipe´rbola equilatera y = 1
x
.
a) Sobre el eje x tomemos la sucesio´n de nu´meros 1, 2, 4, 8, 16,. . . . que es una sucesio´n
geome´trica y verifique que la sucesio´n de las imagenes tambie´n es una sucesio´n
geome´trica.
b) De acuerdo con el item anterior tracemos trapecios como se muestran en la figura
3.12 y calculemos sus a´reas. ¿como son estas a´reas?
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Figura 3.10: Aproximacio´n del a´rea bajo la para´bola por recta´ngulos superiores
c) En este item aproximemos el a´rea entre 1 y 2 de la hipe´rbola mediante trapecios
1) Particionemos el intervalos [1, 2] en tres intervalos de tal manera que los puntos
de particio´n esten en progresio´n geome´trica. Estos intervalos van a ser las alturas
de los trapecios. ver figura 3.13. Calculemos la suma de las a´reas determinadas
por los trapecios y compare el resultado con ln 2.
2) Hagamos una particio´n ma´s grande y repitamos el item anterior.
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Figura 3.11: Aproximacio´n del a´rea bajo la para´bola por trapecios
Figura 3.12: Aproximacio´n del a´rea bajo la hipe´rbola por trapecios
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Figura 3.13: Aproximacio´n del a´rea bajo la hipe´rbola por trapecios entre 1 y 2
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